CURSUL 8

APLICATII ALE TRANSFORMATEI FOURIER S$I SALIT. @

Aplicatii Tn analiza circuitelor. Rezistorul, bobina si condensatorul c@nt\e

de circuit. &
Aplicatii in filtrarea semnalelor. Tipuri de filtre. 6\%
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Transformata Fourier — instrument util in
analiza circuitelor

Utilitatea transformarii Fourier se datoreaza faptului cd eguatie
diferentiale/integrale care descriu bobinele si condensatOpiinsunt
mult mai simplu de exprimat in domeniul frecvéntad” decat
in domeniul timp.

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Inca din primul curs, am definit sistetnul*din electronica ca fiind un ansamblu
de circuite ce se interconecteaza in-vederea asigurarii unei functionari unitare,
lar circuitul am stabilit ca este-un ansamblu de componente electrice si
electronice, interconectate prin’conductoare sau prin camp magnetic, care
transmit si prelucreaza semnale electrice.

Transformata Fourier este un instrument foarte util pentru analiza circuitelor.
Utilitatea ei se .datoreazd 1in bund parte faptului ca ecuatiile
diferentiale/integrale, {care descriu bobinele si condensatorii sunt mult mai
simplu de exprimat‘in domeniul frecventd decat in domeniul timp. Haideti sa
ne convingem, de acest lucru.
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Rezistorul ca element de circuit

Rezistor = element de circuit care opune rezistenta curgerii curentului electric prin
circuitul respectiv.

Legea lui Ohm: @

- in domeniul timp: v(t) = Ri(t) sau i(t) = %v(t} ,&

- in domeniul frecventa: V(w) = RI(w) sau V(jw) = RI(jw)

Simbolul utilizat %\

Un rezistor este un element de circuit care opune rezistenta curgerii curentului

electric prin circuitul respectiv.
Un rezistor cu rezistenta R intermediaza legatura dintre tensiune si curent, prin

legea lui Ohm: A
O v(t) = Ri(t).
In domeniul frecventa; sind transformatele Fourier, relatia de mai sus

devine V(w) = Rl(% V(jw) = RI(jw), functie de notatia utilizata.
n reprezentarea% ircuit, un rezistor este notat, de obicei, cu simbolul din
figura.

KN
N
&
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Bobina ca element de circuit

Bobina = element de circuit care realizeaza conversia unui curent electric in camp
magnetic i invers.

in domeniul timp:
o) = f H ity =215 ur

) v(t) = L——sau i(t) = - I v(t)dr
In domeniul frecventa:

Viw) = jull{w) sau V(jw) = jall(jw),
respectiv

- i) = —— V(i

[(w) = oL Viw) sau I (jw) = T V(jw).

Simbolul utilizat

iy .
ilr) PR

vir)
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O bobina este un element de circuit-care realizeaza conversia unui curent
electric Tn camp magnetic si invers.

O bobina cu inductanta L intermediaza legatura dintre tensiunea la borne si
curentul care strabate bobina prin relatia

di(t

v(t) =L ()

dt

sau echivalent:

t
i) = % f (D) d.

In domeniul, frecventa, folosind transformatele Fourier, relatia de mai sus
devine
V(w) = joLl(w) sauV(jw) = jowLl(jw),
respectiv
1 N G
[(w) = mV(a)) saul(jw) = ijV(]w),

functie de notatia utilizata. n reprezentarea de circuit, 0 bobina este notata cu
simbolul din figura. S& remarcam avantajul urias al calculului Tn domeniul
frecventd. Daca in domeniul timp eram nevoiti sa apelam la derivate si
integrale, Tn domeniul frecventa realizam Tnmultiri si Tmpartiri.
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Condensatorul ca element de circuit

Condensator = element de circuit care stocheaza sarcina electrica.

in domeniul timp:
v(t) =1 ' i(r)drsaui(t) = C "‘;‘r“.
in domeniul frecventa:
1 o 1.,
Viw) = I"‘T I{w) sau V(j{r_l} = _,er H{jw),
respectiv
Hw) = jwl Viw) sau I {jw) = jwl V(jw).
Simbolul utilizat
c
i) +] -
B

vit)
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Un condensator este un element de circuit care stocheaza sarcina electrica.
Un condensator cu capacitatea C intermediaza legatura dintre tensiunea la
borne si curentul care strabate condensatorul prin relatia

v(t) =~ fi(r) dr sau i(e) = 22,
Tn domeniul frecventa, folosind transformatele Fourier, relatia de mai sus
devine

1 . 1 ,
w) = jw—cl(w) sauV(jw) = jw—cl(]a)),
respectiv
[(w) = jwCV(w) sau I(jw) = jwCV(jw).
functie de notatia utilizata.
In reprezentarea de circuit, un condensator este notat cu simbolul din figura.
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APLICATIE:
Un circuit RL asimilat cu un SALIT

Se considera circuitul din figura, de intrare v, si iesire v,. Acesta poate fi asimilat

cu un SALIT, el fiind caracterizat printr-o ecuatie diferentiala liniard cu coéficienti

constanti.

a) Se cere sa se determine raspunsul in frecventa H al sistemului.

b) Se cere sa se determine raspunsul v, () al sistemului la semhalul’ de intrare

v, (t) = sgnt.
* it =sgnt .'_ AAN _

1 i L]
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Se considera circuitul din figura, de intrare v, si iesire v,. Acesta poate fi
asimilat cu un SALIT, el fiind caracterizat printr-o ecuatie diferentiala liniara cu
coeficienti constanti.

a) Se cere sa se determine_raspunsul in frecventd H al sistemului.

b) Daca semnalul de intrare este v,(t) = sgn t, se cere sa se determine
raspunsul v, (t) al sistemului.
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REZOLVARE: i R

vl L 4w

a) Pentru circuitul dat se scriv imediat ecuatiile:
vi(r) = Ri(r) + L&i(1)

val(r) = L&i(r).
Folosind transformata Fourier acestea devin:
Vilw) = Rlw) + jall(w)
= (R+ jwl)lw)
Vi) = joLi(e).
Deoarece circuitul considerat poate fi asimilat cu un SALIT, vom avea:

o Wale)  jeli(w)

Hiw)

T Wilw)  (R+jel)i{e)
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Transformate Fourier uzuale
x(r) X(w)
I 8(r) 1
2 ulr) no(w) + ﬁ
3 1 2nd(w)
4 san(r) J.%”
5 eltot 28w — wy)
6 cos(wgr) [8(w — wn) + (W + wy)l
7 sin(oygr) 1[8(w— o) — 8 =iy}
8 rect (t/1) X(w) = Tsine (%)
9 i:?,[r'u: (r—T) rect (2)
2m 2 T
10 e ®u(r), Refa} =0 ﬁ_'ﬁ.m
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Tabelul de transformate Fourier Tl vom_ mai folosi si in urmatoarele aplicatii. in
cazul problemei noastre vom avea hevoie de pozitille 4 si 10 din tabel.
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b) Pentru v, (t) = sgn t, din tabelul de transformate Fourier uzuale, obtinem imediat ca:
gl
Vi(w) = —
@) jo
Raspunsul in frecventd al sistemului, H, intermediaza legdtura dintre iesire siintrare prin relatia:
v H@Wi(0) = ( g 2) - =
2(w) =HaW (o) =\ 737t ) \ Jo R+ jol

Aplicand acum transformata Fourier inversa in ambii membri ai acestei relatii obtinem:

o f 2L _geif 2 _ 2 L.
=7 1{R+ij}m - {f\'f'-':—fw}“} 7 I{R.;-'L+.w}m

Din tabela de transformate Fourier uzuale vom obtine imediat ca:

v,(t) = 2e71t. u(t)
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Pentru v,(t) = sgn t, din tabelul deftransformate Fourier uzuale (poztia 4),
obtinem imediat ca:

Réaspunsul in frecventd al sistemului intermediaza legatura dintre iesire si
intrare prin relatia din slide. S&0urmarim.

Aplicand acum transformata Fourier inversa in ambii membri ai acestei relatii
obtinem:
Din tabela de transformate Fourier uzuale (pozitia 10) vom obtine imediat ca:

R
v,(t) = 2e7 Lt u(t)
Trecem acum'sa vorbim despre o alta utilizare importanta a analizei Fourier in
domeniul-SALIT, respectiv despre cazul filtrelor de semnal.
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Un sistem numit... filtru

SEMMALUL ORIGINAL FILTRU SEMMALUL FILTRAT
J| — |Ipl' f

¥ H f\ . \\ 7 I [ | '.I P
2 E \ = LIy /
E [ | I" > \ > £ I,II'; \/
oL T \ o | b

| I |

ﬁ timp frecventd (Hz) Thg¥

Un filtru trece-jos este utilizat pentru inliturarea  zgomotului® de tnaltd frecvemi€orginut de un semnal
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Filtrarea Tnseamna, intr-o exprimare fearte generala, a extrage ceea ce vrem
din ceea ce avem.

Filtrarea reprezintd una dintre cele mai importante tehnici de procesare a
semnalului. Ea a fost folosita.inca de la inceputul Tnregistrarii analogice, pentru
a imbunatati capacitatea noastra de a percepe caracteristicile semnalului real,
prin suprimarea ,zgomotului” si a eventualelor interferente.

Filtrarea a fost (si este\inca) utilizata in diverse aplicatii, de la ajustarea basilor
si Tnaltelor, in domeniul muzical, pana la reglarea frecventei unui canal radio
sau imbunatatirea ealitatii sunetului pe liniile telefonice.

Sa explicamsexemplul din slide, pentru a avea o reprezentare a ceea ce
inseamna “(filtrarea unui semnal reprezentat Tn domeniul timp. Pe
reprezentarea in domeniul timp a semnalului considerat, intuim care ar putea fi
contributia componentelor de joasa frecventd si respectiv a celor de inalta
frecventa.

Semnal util — joasa frecventa

Zgomot si perturbatii — inalta frecventa

Pentru a fi corecta evaluarea facutd Tn acest sens ar fi, Tnsa, necesara
reprezentarea in domeniul frecventa pentru o cuantificare exactd a acestor
contributii.
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FILTRARE SI FILTRE

Procesul de modificare a spectrului de frecventa al unui semnal se numeste
filtrare.

Un sistem utilizat pentru realizarea operatiei de filtrare se numeste fiiru.
Filtrele selective in frecventa - permit trecerea unor anumijte frecvente, fara

distorsiuni sau cu pretul unor mici distorsiuni, Tn &imp ce atenueaza
semnificativ celelalte frecvente.
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Tn’;elegerea procesului de filtrare trebdie urmarita, deci, in domeniul frecventa,
pentru a ne fi clar modul Tn care sunt“gandite filtrele.

Tn multe cazuri, asadar, ne dorim sa modificam spectrul de frecventa al unui
semnal, fie amplificand, fie atenuand anumite componente de frecventa.
Acest proces de modificare a spectrului de frecventa al unui semnal se
numeste filtrare.

Un sistem care efectueaza o astfel de operatie, de filtrare, se numeste filtru.
Filtrele sunt asimilateicu sisteme SALIT, adica liniare si invariante n timp (fie
ele analogice sau diScrete).

Existd mai multe tipuri de filtre. Filtrele selective in frecventa sunt cele care
permit trecerea unor anumite frecvente, fara distorsiuni sau cu pretul unor mici
distorsiuni; Tn timp ce se atenueaza semnificativ toate celelalte frecvente.

@ Watermarkly
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Clasificarea filtrelor in functie de caracteristicile
raspunsuluiin frecventa H(w) (notat si H(jw))

Clasificare functie de amplitudine Clasificare functie de faza
* Filtre trece-jos (lowpass) ® Filtru cu fazd liniard
* Filtre trece-sus (highpass) = Filtru cu faza neliniara

= Filtre trece-banda (bandpass)
* Filtre trece-tot (alipass)
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Raspunsulin frecventa al sistemului, notatcu' H(w) sau H(jw), adica transformata
Fourier a raspunsuluisistemuluilaimpuls, h(t), este cel care ne furnizeaza
caracteristicile filtrului.

Putem clasifica filtrele in functie” de amplitudine Tn patru categorii largi.

Filtrele trece-jos (lowpass) sunt filtre care permit frecventelor joase sa
supravietuiasca si omoara. orice altceva.

Filtrele trece-sus (highpass) care fac exact opusul, adica lasa sa treaca
frecventele Tnaltessi, ucid frecventele joase, Tn special frecventele din jurul lui
zero.

Filtrele trece~banda (bandpass) sunt cele care lasa doar frecventele dintr-o
anumitd banda sa treaca, iar filtrele trece-tot (allpass) sunt filtrele pentru care
amplitudinea este o constanta n intreaga banda de frecvente.

De asemenea, putem clasifica filtrele si Tn functie de faza. Acest lucru este mai

putin frecvent, dar este important de stiut daca un filtru are o caracteristica de
faza liniara sau o caracteristica de faza neliniara.

@ Watermarkly
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Filtrul trece-josin varianta ideala

Hiw)

e = B L “gr WI*: We
—_— Hlw) = =
1 0/"in rest
= Banda de trecere parfect hetedd (platd)
Dantd g tracars = Atenuare infinitd if bapda de oprire
Bandi de oprire 1 i Bandl de aprine
- * Fazd zero [nicio deplasare)
Fresventh de thiers
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Am facut deja apel la un filtru trece-josin‘exemplul pe care I-am dat.
Care este, oare, cel mai bun filtru-trece-jos pe care ni-l putem imagina? Ei
bine, dupa cum am spus, un Ailtru trece-jos permite componentelor de
frecvente joase sa treaca, si.aténueaza sau ucide componentele de frecvente
Tnalte. Deci, o versiune ,ideala a filtrului trece-jos ar lasa componentele de
frecvente din banda joasa neatinse si ar atenua complet, ar ucide complet,
componentele de frecvente din banda superioara.
Asadar amplitudineatar fi 1, pentru banda de trecere, si 0, pentru ceea ce
numim banda de optire.
Pentru a imbunatati situatia, am avea nevoie ca raspunsul Tn amplitudine sa
fie o functie‘reala, astfel Tncéat filtrul sa aiba faza zero gi sa nu introduca nicio
intarzierey’Va reamintesc ca in cazul in care raspunsul la impuls, h, este o
functieireala vom avea:

|H(w)| = |H(—w)| (paritate, vizibila si in reprezentarea grafica)
Daca denumim w, - frecventa de taiere, adica frecventa la care raspunsul in
amplitudine trece de la 1 la 0, putem spune ca filtrul ideal trece-jos are o
banda de trecere cu o latime de banda w,, egala cu de doua ori w,.

@ Watermarkly
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Filtrul trece-sus in varianta ideala

H(w)

1, pentruw|w| = we

Band| s =
Bandd de trecere e . Eandh di recane H(Cﬂ)

L e 0, in rest
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Un filtru trece-sus ideal elimina toate €omponentele care sunt de frecventa mai
mica decat o anumita frecventa'-de taiere, in timp ce componentele de
frecventa ramase vor fi Iasate neafectate. Un astfel de filtru are reprezentarea
raspunsului in frecventd _ca )in figura. Ea este complementara celei
corespunzatoare filtrului trece-jos ideal.
Expresia analitica a raspunsului in frecventa pentru acest tip de filtru este de
forma data in slide.

1, pentru |w| = wc

H(w) =
0, in rest

@ Watermarkly
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Banda de
oprine

H(a)

Bands de
trecene

i e
ing

Handa de
recere

Filtrul trece-bandain varianta ideala

g2 e

Wey

Wez

(U]
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1, pentfud, ;= |w| = we
H{w) =

0, in rest

Tn cazul filtrului trece-banda ideal se élimina toate componentele a caror
frecventa nu se afla intr-un anumit interval, fixat, intre wc1 Si wc2, Si sunt lasate
neafectate componentele ramase.#Un astfel de filtru are un raspuns in
frecventa de forma reprezentata grafic in figura, unde limitele benzii de trecere
sunt chiar w.1 Si wc2. Expresia analitica a raspunsului in frecventa este de
forma data in slide.
Filtrul opreste-banda-este exact complementarul acestui tip de filtru. Nu mai
insistam, lucrurilecfiind usor de intuit.
Sa urmarim acum efectele filtrarii, cu fiecare dintre aceste tipuri de filtre, pe un
semnal relevant. prin insasi reprezentarea sa in domeniul timp.

@ Watermarkly
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Semnal de iesire

—> | \ ol 4
\ (| H.‘,l-_w-»

[
|
r\"/

I W—"
Filtru trece-jos

'Semnal deintrare | fi o ,”W]L]H
B

NN A
/1| M \ , | L g
Efectul filtrarii asupra unui semnal a / ‘»‘ [ \M‘ — Filtru trece-sus
carui reprezentare in domeniul timp | H‘ “I i
este urmatoarea: : hfid M : > "*I)I"\M’iﬁ*
ol - > f" X W \. ll‘
inalte . 4 f Vs

Filtru trece-banda

> X i —>
Ko

y‘ 1’ by '
FiltryBpres®ands

Cum intelegem operatiunea de filtrare in,domeniul timp?

Sa urmarim care este efectul utilizarii"celor patru tipuri de filtre asupra unui
semnal a carui reprezentare in domeniul timp este cea data in figura. Folosim
un semnal a carui reprezentare in domeniul timp avantajeaza intelegerea
operatiunii, respectiv putem.vedea pe forma sa de unda zonele de frecvente
joase, medii sau inalte.

. N =’/ ‘\“ ,"\l
o)

Tranzitile au fost figurate, pentru fiecare tip de filtru, cu o anumita panta!

Asa cum au.fost prezentate lucrurile, intelegem doar aproximativ, si nu exact,
ce se intAmpla de fapt in cadrul acestui proces.

@ Watermarkly

16



Revenim la filtrul trece-jos in varianta ideala

H(ew) sau H(f) @
—m @@

Bandi dp trecers %
Bandd de oprire B i Bandl de oprice.

o 8

—w, % o N
~f. f, m«m@
' 2

Cum se vad lucrurile Tn domeniul frecventa? Pentru a intelege consideram FTJ
in varianta ideala.

Stim cum arata raspunsul H in freeventa al unui astfel de filtru (adica
transformata Fourier a rasp qi la impuls h al filtrului).

Relativ la amplificarea T Gahda de trecere, aceasta se subintelege ca fiind 1,
daca nu se specifica 7%

\%
&

@?‘
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CUM SE REALIZEAZA FILTRAREA?

Spectrul (discret) de amplitudini a

semnal analogle perlodic + s P
T sermnalulu analogic periodic

AT t! @ sau
VANNYANAN aare attal LI 100 ente otee !

+ 3 0 § 3 r ot =t 0 e

_Irr F. Forrwrril de v
REPREZENTARE IN REPREZEMTARE IN
N ——
DOMENIULTIMP DOMEMIUL FRECVENTA
{formia de unda) ANALIZA ([spectrul de amplitudini)

SEMNALULUI

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Ne propunem sa vizualizam cum se realizeaza operatiunea de filtrare.

Vom lua exemplul concret al unui semnal analogic periodic, urmand sa
explicam imediat ce se Tntampla si in cazul semnalelor analogice neperiodice.
Reprezentarea acestuia in domeniul timp (adica forma sa de unda, care ar
putea fi vizualizata pe un‘osciloscop) este cea figurata.

Pentru a ajunge la'reprezentarea in domeniul frecventa, apelam la
instrumentele matematice studiate la dezvoltarea n serie Fourier a semnalelor
analogice periodice. Se obtine astfel spectrul (discret) de frecvente al
semnalulur(care ar putea fi vizualizat pe ecranul unui analizor de spectru). Am
figurat aici, pentru exemplificare, numai spectrul de amplitudini (bilateral), nu si
cel de-faze. Acesta, asa cum am subliniat la momentul potrivit, este unul
caracterizat prin simetrie fata de axa verticala (adica avem paritate).

Analiza semnalului consta in ,spargerea” lui in componente elementare (in
sinusoide, denumite armonici). Fiecare componenta reprezinta fie componenta
continud, plasata in origine, fie 0 armonica (o sinusoida).

Armonicile sunt: fundamentala de frecventa w, (fy), @ doua armonicé de

@ Watermarkly
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frecventa 2w, (2fy), a treia armonicéa de frecventa 3w, (3fp), ..., an-a
armonicéa de frecventa de frecventd nwq (nfp), ...

Odata cu operatiunea de filtrare, vor trece numai componentele ce au
frecvente in banda de trecere, toate celelalte componente fiind eliminate.
n cazul semnalelor analogice neperiodice analiza semnalului o facem cu
ajutorul transformatei Fourier, spectrul obtinut fiind, de aceasta data, unul
continuu. Principial, filtrarea se realizeaza asemanator.
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APLICATIE:
Un SALIT cu rol de filtru trece-jos

Considerdm un SALIT, de intrare x, iesire v si rdspuns in frecventa H exprimat prin

1, pentru |w| = 3w
Hiw) =
0, in rest
Consideram ca sermnal de intrare functia periodica ,&

x2(t) = 1 + 2 cos(2mt) + cos(4mt) +% cos (6mt) \%

a) 54 se determine SFE pentru semnalul x(t)
b) 53 se utilizeze SFE pentru a determina raspunsul ¥(t) al sistemuluila semnalul x

c) 53 se reprezinte spectrul bilateral de amplitudini pentru x(t) si ¥(t) %

&2

@ Watermarkly
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REZOLVARE:
x{1) = 1 + 2cos(27r) + cos(4ar) + } cos(6mr)

=1 +2[§(?™ +e %)) + [J(eM™ +e7 ") + § [{.{r'“‘ & r‘-’"‘*}]

=1+ 4o P% 4 JeP™ e AV] 4 e 4 e 5%)

= Je 0N 4 Jem IRy e AR L | 4 2R g L P L SH

= :I{ej[-J-} (2n):_+_ ée_l{—ZJ{‘Zl}J +eji--ll{2:r}r +e}{ﬂ](2ﬂ';ﬂ +ej(l:l[2!_]l' + 'I,e_l(Z}[th + ie_tﬂ@r

Folosind cmmdc, determinam imediat wy = 2w,
Asadar, am obtinut in acest mod direct scrierea sub forma de SFE a semnalului de intr

x(t) = i Ay efmwot éQ
¥ ot N\

I n=0

1 ne{-1,1} \@
Ape = %"6{—2,2}

1 nef{-33) "

0 in rest
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Deoarece sistemul

b) 1l determinim acum pe ¥(t). Deoarece sisternul cnnsiderat este un SALIT, iesirea va avea forma

yit)= Z B oMot

unde noii coeficienti complecsi se calculeazd, asa cum arn stab|l|t folosind relatia 8, = A

Utilizdnd rezultatele de la primul punct vom obtine ca:

By —AUC H0-2m)=1-1=1
bk e
=1
B —.-’mr H(l-2m)=1-1=1
_

B

1.
1(.—.4_:5.-!1'{(-1}-2?[}—1-1—1

0=0

mll-n

By = Ay -H(2-2m) =
fle - am)
Sz T =

= Az H((2) - 2m) =
‘2 =il

B_;

1
w.. il i S
=1/4 =0

1
e = At H((= B 2m)=2-0=0

By = Ay, - H(3-2m) =

B_5
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y(t) = Z Bnce]n(l)ot ,

n=—oo

s H(nag).

n € {—-101}
i rest

considerat este un SALIT, iesirea va avea forma

unde noii coeficienti complecsi se'calculeaza, asa cum am stabilit, folosind relatia B, = A, -

H(nwy).

Utilizand rezultatele de la primul“punct vom obtine ca:
BOC=AOC-H(O-27T) =1-1=1

1

Bic = Ao H(1 - 2n)—1 1=1

1

B_i.= A_1C-H((—1) 2m)=1-1=1

=1 =1

1
Boc = Agg - H(2 - 2m) =
=1/2 =0

1
B_ze=Azp H((=2) -2m) = -0

=1/2 =0

1
Bsc = Az - HB3:2m) =0

20

=1/4 =0
1
B—3C = A—3§;'H((_3) . 27'[) =Z c0=0
=1/4 =0
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Reprezentam spectrul de amplitudini,” atat pentru semnalul de intrare
considerat, cat si pentru semnalul de’iesire obtinut.

Réaspunsul n frecventa al sistemului considerat este si el reprezentat, dar cu
linie punctata.

Acest SALIT functioneaza. ca un filtru trece-jos, dupa cum era de asteptat
(daca se analizeaza_expresia analitica a raspunsului in frecventd datd in
enuntul problemei;expresie ce chiar corespunde unui astfel de filtru).
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