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SISTEME IN TIMP CONTINUU

Un sistem avand o intrare x si o iesire y poate fi descris printr-o ecuatie de forma
y = Hix},
unde H reprezinta un operator (o transformare) ce caracterizeaza sisten@

Diagrama bloc prin care se reprezintd un sistem este de forma: /&
lesire \%
Sistem :‘.-(,r) %
* o
*

Intrare

1{1'._
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INTERCONECTAREA SISTEMELOR

SERIE PARALEL
x(1) Sistem 1 Sistem 2 ¥(r) x(1) sistem 1 1)
fH| H} -rHl

-

v =96 {96{x}} Q\'/@Hr} + 4 {x)

La conectareain serie (sau in cascada), iésitea primului sistem coincide cu intrarea
celui de-al doilea sistem, sistemul ast btinutfiind caracterizat prin ecuatia

sisteme, ecuatia intregului si astfel obtinut fiind data de

A = Ho{H1(x)}.
In cazul conectariilor in paral ea este datd deiesirile insumate ale ambelor
;\_g y = Hy{x} + Hp{x}
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SISTEM FARA MEMORIE
SISTEM CU MEMORIE

pentru orice valoare reala t,, iesirea y(t,) va depinde numai de intr (toy)
de la momentul t;.

In caz contrar, daca sistemul nu indeplineste aceasta congiti€}. €l este un
sistem cu memorie. %

Un sistem, de intrare x si iesire y, se numeste sistem fara meng‘acé,

intrari sau iesiri, el functiondnd numai pe intrarea © a.

&

Observatie: Un sistem fara memorie nu are capacitalf;ea% a stoca eventuale
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SISTEM FARA MEMORIE

@ Watermarkly
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SISTEM CU MEMORIE

x(t) la momente anterioare lui ty

n acest caziesireadepinde de ceea ce aveam anterior, atat peintrare, catsi pe
iesire.
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SISTEM CAUZAL

Un sistem, de intrare x si iesire y, se numeste sistem cauzal daca, peaqtru
orice valoare reala t,, iesirea y(t,) depinde numai de intragéa %x(t) la
momente de timp t < ¢, (adica la momente anteriocare sau prézente) si nu
depinde de intrarea x(t) la momente t > t, (adica la momefite viitoare).

Important: Un sistem trebuie sa fie cauzal pentru a fi fizic'realizabil.

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

Un sistem a carui iesire (sau raspuns), .din orice moment, depinde numai de
intrarile prezente si trecute, dar nusi de cele viitoare, se numeste sistem
cauzal. Pentru un sistem cauzal, iesirea (sau raspunsul) nu Tncepe Tnainte ca
semnalul de intrare sa fie_aplicat. Efectul (care reprezinta raspunsul sau
iesirea sistemului) nu se.manifesta Tnaintea cauzei (care reprezinta excitatia
sau intrarea sistemului)!, 'De aceea, un sistem cauzal este numit si sistem non-
anticipativ.
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SISTEM CAUZAL

x(t) la momente anterioare lui

x(tp)
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Dacd creierul meu era un
sistem non-cauzal, puteam
rezolva chestionarul
inainte sa- primesc.

L

b Se—

Daca telefonul tau mobil nu ar fi fost tem cauzal, putea suna de pe acum
pentru apelurile viitoare...
Dar aproape toate sistemele din viata reala sunt cauzale!

&
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SISTEM INVERS. SISTEM INVERSABIL.

Fiind dat un sistem H, prin conectarea sa in cascada cu sistemul sau invers, notat
cu H ™!, se obtine pe ansamblu un sistem la care intrarea si iesirea sunt egale.

Un sistem se numeste inversabil daca acesta poseda un sistem invers:

- Do :].f' |, j{_,_-l +x(t)

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

. Pentru a demonstra ca un sistem este inversabil este suficient sa-i
determinam sistemul invers.

. Un sistem inversabil va _furniza intotdeauna semnale de iesire diferite
pentru semnale de intrare-diferite.

. Pentru a demonstra.ca. un sistem nu este inversabil, este suficient sa
gasim doua semnale_de intrare diferite la care le corespund semnale de
iesire identice.

@ Watermarkly
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SISTEM STABIL

Un sistem de intrare x si iesire y se numeste sistem stabil (sau B@bil, de
la Bounded Input - Bounded Output, adica Intrare Marginita — I% arginita),

daca

|x(8)] < eo, (W)t = |y(t)] < o, (W)t %

Pentru a demonstra ca un sistem nu este stabil este suficient sa aratam ca
exista un singur semnal de i e marginit caruia 1i corespunde un semnal de
iesire nemarginit.

@ Watermarkly
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llustrarea stabilitatii unui sistem

’

Sistem stabil Sistem instabil
! impuls ——s

-

MAKIN BANCOS - SEMMALE $ 36T € 12

Consideram un sistem format dintr-o bila_siun vas, aranjate asa cum se arata mai
Sus.

SISTEM STABIL

in primul caz, bila se afla in interiorul vasului. O mica lovitura va face ca bila sa
oscileze in jurul pozitiei sale de echilibru si in cele din urma se va aseza inapoi in
pozitia initiala.

SISTEM INSTABIL

in al doilea caz, bila-este asezata deasupra vasului rasturnat. O mica loviturd Tn acest
caz ar face ca bila,sa cada de pe bol si nu s-ar intoarce niciodata la pozitia initiala,
decét daca o luativoi si o puneti inapoi.

Acum, sa revenim la primul caz in care bila se afla in interiorul vasului. Ce se intampla
daca lovesc-bila atat de tare incat zboara din vas? Va reveni ea la pozitia initiala? Este
un NU evident. Deci, este sistemul instabil? Sistemul este stabil, dar excitarea lui cu
un impuls prea puternic face dificila aprecierea daca sistemul este stabil sau nu. Acest
lucru ne conduce la conceptul de intrare marginita.

Se spune ca o intrare este marginita daca intrarea se afla intre niste limite clar definite
ale sistemului. Daca nu este intre acele limite, atunci intrarea este una nemarginita.

® Watermarkly
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SISTEM INVARIANT IN TIMP

Se numeste sistem invariant Tn timp un sistem la care, pentru
semnal de intrare, x(t), pentru care sistemul furnizeaza un rasp ),
semnalului de intrare, x(t — t,), deplasat in timp cu un t, oar i va

@ Watermarkly
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EXEMPLU DE SISTEM INVARIANT IN TIMP

timp identica cu cea a semnalului o@nare.
In cazul unui sistem invariant in timp comportamentul acestuia nu se schimba
n raport cu timpul.

@ Watermarkly
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SISTEM ADITIV. SISTEM OMOGEN. SISTEM LINIAR.

Un sistem H se numeste sistem aditiv daca, oricare ar fi semnalele x, si x;, este indeplinita
urmatoarea conditie
Hixy +x} = Hix )+ H{xg}

Un sistem H se numeste sistem omogen daca, pentru orice semnal x si oﬁc@%anté
complexa a, este indeplinitd urmatoarea conditie @
H{ax) = a¥{x} é&

Un sistem care este aditiv si omogen se numeste sistem liniar. %
Cu alte cuvinte, un sistem H este un sistem liniar, daca orica\a i semnalele x; six,,
respectiv constantele complexe a, si a;, este indeplinitd urma onditie

0
H{ay x; + azxz} = a; Hix }'“1:%2}

@ Watermarkly
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SISTEM ANALOGIC LINIAR SI INVARIANT IN
TIMP (SALIT)

De ce le studiem?

in general, sistemele analoglce liniare si invariante in timp (SALIT)
joaca un rol foarte important. De aceea au fost dezv
instrumente matematice foarte puternice pentru analiza r

sisteme.
Ele sunt mult mai usor de analizat decat sistemele care)%%rézmta
proprietatile de liniaritate si invarianta in timp.

In practica, sistemele care nu sunt SALIT pot fi ?@proxlmate
folosind aceste tipuri de sisteme ca modele.

@ Watermarkly
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RASPUNSUL LA IMPULS AL UNUI SISTEM

Intrare lesire
(1) Sistem h(t) = H{5(t)}
—— 3 —-—
Réspunsul h laimpuls al sistemului

SALIT:

[Ea]

y = x*h; y(t) = (x=h)(t) = f x(D)h(tEx)dt

-0

Intrare lesire

x(1) SALIT y(t) = (x * I)(L)

B

Un sistem SAYT calculeaza o convolutie.

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

Raspunsul notat cu h, al unui sistem <H, .atunci cand la intrarea sistemului este
impulsul Dirac-delta, §, respectiv raspunsul
h = H{6}, se numeste raspunsul la impuls al sistemului.

Pentru orice SALIT, de jntrare x, iesire y si raspuns la impuls h, se poate
demonstra ca urmatoarea.relatie este valabila:

y =xx*h
Asadar, un SALIT calculeaza o convolutie.

In plus, un_SALIT este complet caracterizat de rdspunsul s&u h la impuls.
Aceasta inseéamna ca daca raspunsul la impuls al unui SALIT este cunoscut,
putem determina raspunsul sistemului la orice semnal de intrare.

Réaspunsul la impuls al unui SALIT fiind atat de util, suntem foarte interesati
sa-| determinam. Din pacate, in practica, raspunsul la impuls al unui SALIT nu
poate fi determinat direct din definitia raspunsului sistemului la impuls.

@ Watermarkly

17



RASPUNSUL LA TREAPTA AL UNUI SISTEM

Intrare lesire
u(t) Sistem s(t) = H{u(o)}
— - ————
Raspunsul s la treaptad algiskemului

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

Raspunsul s al unui sistem H ce are pe intrare semnalul treapta unitate u,
respectiv raspunsul s = H{u}, se numeste raspunsul la treaptd al sistemului.

Se poate demonstra ca raspunsul la impuls, h, si raspunsul la treapta, s, ale
unui sistem, sunt legate prin_relatia:
ds(t)

h(®) = =3,

Prin urmare, raspunsul la impuls al unui sistem poate fi determinat chiar din
raspunsul acestuiada treapta, prin operatia de derivare. Raspunsul la treapta
al unui sistem efera un mijloc practic de determinare a raspunsului la impuls al
unui sistem,

@ Watermarkly
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DIAGRAMA BLOC PRIN CARE SE REPREZINTA
UN SALIT

Adesea, este convenabil sa reprezen un SALIT sub forma de diagrama
bloc.

Deoarece astfel de sisteme sunt' complet caracterizate de raspunsul lor la
impuls, etichetdm un astfel qistem chiar cu h(t). Asadar, reprezentam un
SALIT cu intrarea x, iesir; si raspunsul sau la impuls h, dupd cum se arata

Tn slide. s

@ Watermarkly

19



INTERCONECTAREA SALIT

x(r ' x(r) (!
1{i--— hy(r) 4—{ ha(r) —-\—[ = \[4'—{ (I = ha)r) - :
SERIE Q/
xlr) yir) x(r) Vit
I —— 12 - = —— I I}
H—{ 110s) 12(r) 1201} }—k 1&6\-—

x(1) o ¥(1) C‘o

Il

*i
A

=

=

=

PARALEL

Inlr) <&

Interconectarea n serie a doud SALLF; de raspunsuri la impuls hy si h,, este
un SALIT avand raspunsul la impul@= hq * hsy.
Comutativitatea convolutiei ne asigura echivalenta din slide.

Interconectarea n parale uad SALIT, cu raspunsuri la impuls h; si h,, este
un SALIT cu raspunsul {a.impuls h = hq + h,.

@ Watermarkly
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SALIT FARA MEMORIE

Un SALIT, avand raspunsul la impuls h, este sistem fara memorie daca
si numai daca:
h(t) =0,(V)t = 0.
Un SALIT este sistem fard memorie daca si numai dacéa raspunsulisaur la
impuls, h, este de forma:
h(t) = K&(¢t),
unde K este o constanta complexa.

In consecinta, orice SALIT fara memorie, cu intrarea x silesirea y, este
caracterizat printr-o ecuatie de forma:

y=x+(Kd§) =Kx
Un astfel de sistem este, asadar, un amplificator{ideal.

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

Un SALIT, avand raspunsul la impuls” i, este sistem fard memorie daca si
numai daca:

h(ty=0,(V)t # 0.
Un SALIT este sistem fard.memorie daca si numai daca raspunsul sau la
impuls, h, este de forma:

h(t) = K6(b),

unde K este o constanta complexa.
In consecinta, orice{SALIT fara memorie, cu intrarea x si iesirea y, este
caracterizat printr-o‘ecuatie de forma:

y =x *(K6&) = Kx
Un astfel de’sistem este, asadar, un amplificator ideal.
Pentrusun "SALIT, conditia de sistem fara memorie este una extrem de
restrictiva, tindnd cont ca fara memorie Tnseamna amplificator ideal.

@ Watermarkly
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SALIT CAUZAL

Un SALIT, avdnd raspunsul la impuls h, este cauzal dacé si numai daca
h(t) = 0, pentru (W)t < 0

E113) B hit) &
&) he) &
|

| 2
Datorit3 relatiei de mai sus numim semnalul oarefare x, care satisface
conditia x(t) = 0, pentru (¥)t < 0, ca fiind un semnél cauzal.

0
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SALIT INVERSABIL

Inversul unui SALIT, daca un astfel de sistem exista, este tot un SALIT.
Fie h si hjny raspunsurile la impuls al unui SALIT si respectiv al inversului acQu/ia.

Atunci: @
h * hinv =4

in consecintd, un SALIT cu raspunsul la impuls h este inversabil dEG‘ﬂ mai daca
exista o functie h;,, astfel incat sa se indeplineasca conditia: %

h* Ry =8 N\
Cu exceptia cazurilor simple, conditia de mai sus este adr-{%stul de dificil de

testat. %
b,

@ Watermarkly
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SALIT BIBO-STABIL

Un SALIT, avand raspunsul la impuls notat cu h, este BIBO-stabil daca si r@

daca h este o functie absolut integrabila, respectiv: @
+ao
f Ih(t)ldt < o A

@ Watermarkly
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FUNCTII PROPRII'$I VALORI PROPRII

O intrare x a unui sistem H este o functie proprie a sistemului dat, de valoare
proprie A, dacd iesirea y a sistemului este de forma

y=H{x} = Ax,

unde A este o constantd complexa.

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

Functia proprie se mai numeste in literatura de specialitate si vector propriu,
functia fiind vazuta ca element al spatiului vectorial in care se opereaza.
Sistemul H{ actioneaza ca un amplificator ideal pentru fiecare dintre functiile proprii
x, iar castigul amplificatorului est€ dat de valoare proprie corespunzatoare A.
Sistemele diferite au functiiproprii diferite.

De uninteres deosebit sunt.functiile propriiale SALIT.

@ Watermarkly
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EXPONENTIALA COMPLEXA ESTE
FUNCTIE PROPRIE PENTRU UN SALIT

Orice exponentiald complexa este functie proprie pentru un SALIT oarecare.

Pentru un SALIT, caracterizat prin operatorul (sau transformarea) \H" si
avand raspunsul la impuls h, are loc relatia

H{e*'} = H(s)e"",
unde s este o constantd complexa, iar H(s), adica valearea proprie
corespunzatoare functiei proprii e**, este data prin

H(s) = f h(t)e stdt.

H se numeste functie de transfer (_s“éu functie detsisStem) a sistemului 7.

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

Se poate demonstra ca orice exponentiala ‘complexa este functie proprie pentru un SALIT
oarecare.
Pentru un SALIT caracterizat prin operatorul (sau transformarea) H, avand raspunsul la
impuls h, are loc relatia
H{eSt} = H(s)e*t,
unde s este o constantd complexa, iar H(s) este dat prin
+ 0o

H(s) = J h(t)e~stdt.

Cu alte cuvinte, aven:

e = H(s) e

y Ax

adica, eSt “este o functie proprie pentru SALIT, iar H(s) este valoarea proprie
corespunzatoare acesteia.
Vom numi H functie de transfer (sau functie de sistem) a sistemului H. Ati observat ca
relatia de calcul a acesteia seamana cu transformata Fourier a lui h?
Retineti, deci, ca la un SALIT oarecare, avand pe intrare o exponentialda compexa, pe
iesire regdsim exact aceeasi exponentiald, multiplicatd cu constanta complexa H(s).

@ Watermarkly
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REPREZENTAREA SEMNALELOR FOLOSIND
EXPONENTIALE COMPLEXE

Fie un SALIT de intrare x, iesire y si functie de transfer H.
Daca intrarea x poate fi exprimatd ca find combinatie liniara de

exponentiale complexe
X(©) = ) age,
L3

unde ay, si s, sunt constante complexe, atunci vom avea:

y(t) = Z aH(sp)e".
k
Daca o intrare intr-un SALIT poate fi exprimata ca~0 combinatie liniard de
exponentiale complexe, atunci iesirea respectivllui SALIT poate fi exprimata
si ea ca o combinatie liniara a acelorasi exponentiale complexe.

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

Consideram un SALIT cu intrarea x, iesirea y si functia de transfer H.
Sa presupunem ca intrarea x poate-fi exprimata ca fiind combinatie liniara de

exponentiale complexe

x(t) = Z aeskt,

k
unde ay Si s sunt constante complexe.

Folosind faptul ca exponentialele complexe sunt functii proprii pentru SALIT,
putem concluziona/ca

y(0) = ) apH(s e
K
Asadar, daca o intrare ntr-un SALIT poate fi exprimatad ca o combinatie liniara

de exponentiale complexe, atunci iesirea respectivului SALIT poate fi
exprimatad si ea ca o combinatie liniara a acelorasi exponentiale complexe.
Formula poate fi utilizatd pentru a determina raspunsul unui SALIT functie de
intrarea sa intr-un mod care nu necesita calcul de convolutie.
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27



RASPUNSULTN FRECVENTA AL UNUI SALIT

Pentru un SALIT, caracterizat prin H si avand raspunsul la impuls h, are loc relatia
+on

H{e®t) = H(s)e®,  cu: H(s) = f h(t)e stdt

Pentru un SALIT, caracterizat prin H si avand raspunsul la impuls h, in cazulunei sinusoide
complexe de forma: el = cos(wt) + j sin(wt),
unde w este o constanta reala, vom avea

+on

H{e!“'} = H(jw)e ™", cu H{jw) = [ hitye T dt.

H(jw) - rdspunsul in frecventd ol sistemului H

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

Am vazut ca pentru un SALIT, caracterizat prin H si avand raspunsul la impuls h, are
loc relatia
H{eSt} = H(s)eS, cu H(s) = fj;oh(t)e‘“dt,
consecinta a faptului ca o exponentiala complexa este functie proprie pentru un SALIT
oarecare.
Deoarece o sinusoida complexa este un caz particular al unei exponentiale complexe,
putem reutiliza rezultatul-de mai sus pentru cazul special al sinusoidelor complexe.
Pentru un SALIT, catacterizat prin H si avand raspunsul la impuls h, Tn cazul unei
sinusoide complexe de forma
e/®t = cos(wt) + j sin(wt),
unde w estet@ constanta reala, vom avea
) ) o .
il-[{ef“’t} = H(jw)e!*t, cuH(jw) = f_+oo h(t) e J@tdt.
In acest caz particular, e/®t este functie proprie a SALIT, iar H(jw) este valoarea
proprie corespunzatoare.
Ne vom referila H(jw) ca la raspunsul in frecventa al sistemului .
Acesta este, asadar, nimeni altcineva decéat transformata Fourier a raspunsului la
impuls, h, al sistemului.
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SALIT $I SERIILE FOURIER

Fie un SALIT de intrare x, iesire y si funciie de transfer H.
Presupunand ca pe intrarea SALIT se furnizeaza un semnal periodic;
de perioada T, a carui exprimare cu ajutorul SFE este data de:

2w

x{t) = Z AHC . ejnmﬂt, wy = an{] = ?-

n=—o

pe iesire se va culege:

YO= D Ane-H(jnwy) - €720

n=—w

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

Consideram un SALIT cu intrarea x, iesirea y si raspunsul in frecventa H(jw).
Presupunand ca pe intrarea SALIT se furnizeaza un semnal periodic, de perioada T, a
carui exprimare cu ajutorul SFE este data de:

- . 21
X(t) = Z Anc‘ em“’ot, Wy = 27Tf0 = ?,

n==00

pe iesire se va culege:

y(t) = Z Apc- H(nwg) - e/m@ot
n=-—oo
Asadar, daca intrarea SALIT se exprima cu ajutorul SFE, si iesirea este tot de tipul
SFE.
X(t) « Anc = y(t) o H(jnwO) ’ ATlC

Formula obtinuta poate fi utilizata pentru a calcula semnalul de pe iesirea unui SALIT,
functie de semnalul de pe intrarea sa si de raspunsul in frecventa al sistemului, fara a
mai fi nevoie de convolutie.
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FUNCTIONAREA UNUI §ALITTN
DOMENIUL FRECVENTA

Consideram un SALIT cu intrarea x, iesirea y si raspunsul la impuls h.
Fie X,Y si H transformatele Fourier ale lui x, y si h.
Deoarece avem
(1) = (x = h)(t)
obtinem, folosind proprietatile transformatei Fourier, ca
Y(jw) = X(jw) - H(jw),
sau, folosind notatia alternativa, mai simpla, avem
Y(w) = X(w) - H(w).
unde, asa cum am stabilit, / este raspunsul in frecventa af sistemului.

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

Consideram un SALIT cu intrarea x, iesirea y si raspunsul la impuls h.
Fie X,Y si H transformatele Fourier-ale lui x, y si h.
Deoarece avem
y(t) = (x * B)(6)

obtinem, folosind proprietatile transformatei Fourier, ca

Y(jw) =X(jw) - H(jw),
sau folosind notatia mai, simpla

Y(w) = X(w) - Hw).

Asa cum am stabilit; H este raspunsul in frecventa al sistemului.
Ecuatia de maisus ofera o noua alternativa de vizualizare a comportamentului
SALIT. Astfel; putem vedea sistemul functiondnd Tn domeniul frecventa,
folosind, ‘transformatele Fourier ale semnalelor de pe intrare si iesire.
Densitatea spectrala corespunzatoare semnalului de pe iesirea sistemului este
data de produsul dintre densitatea spectrala corespunzatoare semnalului de
pe intrare si raspunsul in frecventa al sistemului.
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FUNCTIONAREA UNUI §ALITTN
DOMENIUL FRECVENTA

Raspunsul in frecventa, H, este o functie complexa. Exprimam H(w) in functie
de amplitudinea |H ()| si argumentul arg H(w) si obtinem:
¥ (w) = X(w) - H(w) 2|V (@)| = [X(@)|- |H(w)| si arg ¥ (w) = arg X (w)farfgH ()

Deoarece raspunsul in frecventa, H, este transformata Fourier adaspunsului la
impuls h, in cazul In care h este o functie reala avem
|H(w)| = |H(—w)| (paritate)
arg H(w) = - arg H(—w) (imparitate).

X(w) Y (o

PARRIN BaMICe - SEMIBLE S SETL €

In general raspunsul in frecventa, H, este o functie complexa, nu neaparat
reala.

Adesea reprezentam H(w) Tn funetie de amplitudinea sa |H(w)| si argumentul
arg H(w).

Deoarece Y(w) = X(w) - H(w), avem imediat ca |Y(w)| = |X(w)|- |H(w)| siarg
Y(w) = arg X (w)+arg H(w).

Deoarece raspunsul.in frecventa, H, este transformata Fourier a raspunsului la
impuls h, daca h_este reala avem
|H(w)| = |H(~w)| (paritate) si
arg H(w) = —arg H(—w) (imparitate).
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DESCRIEREA SALIT PRIN ECUATII DIFERENTIALE
LINIARE CU COEFICIENTI CONSTANTI

M ¢ ‘;ﬂ

! M<N
;Z?. e n* ,\Z 2 x(r) =

_ Vo) Z}iﬁ o k) o
X(o) N obijrok
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Multe SALIT de interes practic pot.‘'fi reprezentate folosind o ecuatie
diferentiala liniara de ordinul al N-lea)cu coeficienti constanti. S& consideram
un sistem de intrare x Si iesire y care este caracterizat printr-o ecuatie de
forma data in slide.

Fie h raspunsul la impuls.al_sistemului si fie X,Y si H transformatele Fourier
ale lui x, y si h.

Se poate arata ca H.este dat de raportul din slide.

Observati ca, pentru un sistem de forma considerata mai sus, raspunsul Tn
frecventa este o functie rationala.
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