CURSUL 12

Transformata Laplace inversa. Calculul transformatei Laplace inverse.
Aplicatii.

Caracterizarea SALIT folosind transformata Laplace, in ceea ce privest Q/
* Interconectarea sistemelor. @

- Cauzalitatea. Q/
- BIBO-stabilitatea. &
* Inversabilitatea.

- Descrierea cu ajutorul ecuatiilor diferentiale liniare cu coe iu'\ i constanti.
Aplicatii.

Utilizarea transformatei Laplace in analiza circuitelor. %\
4

Aplicatii. Q/

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Am introdus un instrument matematic/important pentru studiul semnalelor si
sistemelor, cunoscut sub denumir%e transformata Laplace. Am vazut ca
aceasta poate fi privita ca o generalizare a transformatei Fourier (clasice).
Datorita caracterului sau é]gfneral, transformata Laplace are o serie de
avantaje comparativ cu tr :@rmata Fourier. Ne vom axa astazi pe rezolvarea
unor probleme ce utilizeaza' acest nou instrument de lucru.

lata ce vom discuta. marim pe slide.

\%
&

@?‘
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O SCURTA RECAPITULARE

Intrare Sistem oarecare lesire SALIT
T(\r} .T[f] _".(r}

—— (1) e

MO [ sisem |
—_—

H

h(t) = H{6(t)} y(t) = Hi{x(t)}

x(1) YI(t) = x(t) * h(t)
S(t) h(t) SALIT,
L H ~ H O
Daca se cunoaste raspunsul la impuls Atunci se poate calcula raspunsul
al unui SALIT, h(t) SALIT la gtice semnal de intrare x(t)

Un sistem de tip SALIT este complet caracterizatde raspunsul sau la impuls.

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Facem o scurta recapitulare. Un sistem, oarecare I-am reprezentat sub forma
de diagrama bloc.

Dupa ce am discutat despre Janumite caracteristici pe care le pot avea
sistemele, am pus in evidentd o categorie speciala de sisteme: SALIT. Pe
acestea le reprezentam'ca in figura, etichetédndu-le cu raspunsul la impuls
h(t). Cine este acesta?

El nu este nimic altceva decét raspunsul sistemului atunci cand semnalul de
intrare este un‘impuls Dirac-delta.

La ce ne foloseste?
Am evidentiat Tn cursurile anterioare faptul ca daca se aplica pe intrarea unui

SALIT un semnal de intrare oarecare x(t), atunci semnalul de iesire poate fi
calculat ca fiind convolutia dintre semnalul de intrare si raspunsul SALIT la

impuls, y(t) = x(t) * h(t).

Asadar, daca se cunoasteraspunsullaimpuls al SALIT
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Se poate calcula raspunsul SALIT la orice semnal aplicat peintrare.

CONCLUZIE IMPORTANTA: Un sistem de tip SALIT este complet caracterizat
de raspunsul lui la impuls.
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CONTINUAM...
(1) SALIT Y1)

——  h(r) p—

oo

Y(©) = (x * b)) = (h* 2)(0) = f x(Dh(t - D)de

— 00

TL . .
x(t) zX(s), avand RC notata cu Ry y(¢) = (x = h)(t) = (h * x)(t)'f_b. Y(s) = H(s) - X(s
h(t) < H(s), avand RC notata cu R, avand RC notata cu-R)unde R,nR, c R

Proprietatea de convolutie in domeniul timp@transformatei Laplace

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Convolutia Tn domeniul timp este dificil’de calculat, folosind definitia, deoarece
presupune calcul integral laborios.

Pentru a evita calculul de convolutii, ,artificiul” folosit de noi este utilizarea
transformatelor (Fourier si Laplace).

In cazul transformatei Laplace, dupa cum am vazut:

TL TL
daca x(t) & X(s), avand RC notata cu R4, si h(t) & H(s), avand RC notata cu
R;,

atunci

TL
(xxh)() = (h*x)(t) o H(s)X(s),
avand:-RC notata cu R, care va contine intersectia R N R,.

Aceasta proprietate este cunoscutd ca proprietatea de convolutie in
domeniul timp atransformatei Laplace.

Convolutia din domeniul timp devine produs simplu in domeniul Laplace
(domeniul frecventa complexa).

Ca o consecinta directa a acestei proprietati, este mai usor de operat cu
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SALIT in domeniul Laplace decat in domeniul timp.

Asadar, pentru a evita calculul convolutiei Tn domeniul timp, preferam sa
trecem in domeniul Laplace, unde acesteia 1i corespunde un simplu produs de
transformate Laplace.

Insa raspunsul sistemului Tl dorim exprimat sub forma y(t), adica in domeniul
timp. Pentru a ajunge din domeniul Laplace, adica de la Y(s), in domeniul
timp, adica la y(t), trebuie sa apelam la transformata Laplace inversa.



CALCULULTRANSFORMATEI LAPLACE INVERSE

Transformata Laplace a functiei x, notatd prin L{x} sau X, se defineste prin

X(s) = Li{x} = f x(t)e"dt,unde: 5 = ¢ + jw.

-

Transformata Laplace inversa a lui X, notatad cu £71{X} sau cu x, este data prin relatia
afon

x(t)=r’[x1=2iw. [ X(s)eStds,

a— fon

unde o = Re{s} apariine regiunii de convergenfd (RC) a lui X.

Perechea determinata de transformata Laplace, in domeniile timp siffresventa, este notata prin
TL
x(t) = X(s)

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Am vazut ca transformata Laplace pentrusx, notata prin L{x} sau X, s-a definit prin

X(s) = J (O e-stdt.
—0o0
Transformata Laplace inversa a'lui X, notatd cu £L~1{X} sau, simplu, x, este data
prin relatia
g+joo

x(t) = i f X(s)estdt,
2mj )
g—joo

unde o = Re{s} apartine regiunii de convergentd (RC) a lui X (adica regiunea din
planul complex pentru care transformata Laplace exista).

De obiceitnu calculam transformata Laplace inversa folosind direct ecuatia de mai
sus. In eazul functiilor rationale transformata Laplace inversa poate fi mai usor
calculata folosind descompunerea 1in fracti simple. Folosind aceasta
descompunere putem exprima o functie rationald ca suma de funciii rationale de
ordin inferior, a caror transformata Laplace inversa poate fi gasita, de obicei, in

tabele.
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APLICATIA1

Sa se determine transformata Laplace inversa x(t) daca Q/@

X© =G @&
Pentru: —1 < Re(s) < 2. @\
AN

@ Watermarkly

5



Determinarea polilor si factorizarea
numitorului

Tinem cont de modul in care se factorizeaza o functie de gradul am&(
as®’ +bs+c=a(s—s;)(s—s3), @
unde s; si s; sunt radacinile ecuatiei de gradul al doilea &

as®’ + bs+c =0, 51_2=M. 6\%

2

s2—5-2=0;5, =—-1,5, = 2; %\

sP—s=2=(s+1)(s—2) Q/ K
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REZOLVARE:

Descompunem in factori de gradul intai numitarul si obtinem:
2 2

U e e BT
Pentru a descompune functia rational3 in fractii simple vom scrie:
A B A(s—2)+B(s+1) (A+B)s—2A+B 2
X(s)_s+ 1ts=2~ s+D(s—-2) = (s+1)5-2)  (5+1(s-2)
Rezultd imediat sistemul de doud ecuatii cu doud necunoscute:
A+B=10
—2A+B=2
cu solutia:
A= _E.B =
=-3:B=
Asadar:

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Cum radacinile ecuatiei de gradul al.doilea s? —s —2 = 0, adica polii acestei
transformate Laplace, sunt -1 si 2;)descompunem fin factori de gradul Tntai
numitorul si obtinem:

X = ——
> T (s+D(s—2)°
Pentru a descompune functia rationala in fractii simple vom scrie
X(s) = AN B _A(s—2)+B(s+1) (A+B)s—2A+B
s Csd s—2 0 (s+D(s-2)  (+1D(-2)
2
(51D (s—2)
Rezultd imediat sistemul de doua ecuatii cu doud necunoscute
A+B =0
—2A+B =2
cu solutia
a=-2g=2
373
Asadar
2 1 2 1
X(s) = 3's+1 3 s-2
Prin urmare
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2 1 2 1 2 2
s :L—]X :——‘L_] —'.I':._I = ——.p=t . Y
x(8) (x} 3 {s T 1}+3 L_ 2} 3¢ ul(t) 3¢ u(—t)
xi) X(s) RC
Im a'f” | ¥
i uit) - Re{s} =0
E =il =) % Re{.\'} =1
_1 - —1"5 e "u(r) 2 Re{s} =0
s+ | o 1 - Ml =) %r RE{s} <0
| L s+l ¢ u(t) e ult) H]—J Belyf = —a
—e "l —r) # Ré{s} < —a
RC: -1 <Re(s) <2 cuRe(s) > -1 e y(r) i:-ﬂ: £ I Re{s) = —a
Im —t"e ™y —r) _r,,_:j,r. Re{s} < —a
: [cos (1) . “f“c'. Re{s} =0
1 ) 14l #-r afgt = 1)
- - e . [sim s il II, T Re{s}
5 — (1 N [e=" codeqr]ilr) ﬁ: Re{s} = —a
L (= "¢ ul(—t) ;(*"'ﬂlquﬁ'eilﬁrﬁl ﬁ Re{s} = —a
cuRe(s) <2

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

In acest punct este important s& ne amintim*ca fiecare transformata Laplace are o RC
asociata, conform tabelului cu transfermatele uzuale. Deci, atunci cand calculam
transformata Laplace inversa a unei functii, trebuie s& avem grija sa utilizam RC-ul corect
pentru fiecare functie care intervine.“Astfel, pentru a calcula cele doua transformate Laplace
inverse care apar aici, trebuie sa ‘asociem RC corecta cu fiecare dintre expresii.
Singura varianta posibila, pentru.a avea RC conform enuntului, este ca aceasta sa provina
din intersectia semiplanelor. definite de

—1 < Re(s),
Si respectiv

Re(s) < 2.
Prin urmare, din‘tabelul cu transformatele Laplace uzuale vom avea ca

L1 {?11} = e tu(t)

L‘l{s i 2} = —e2ty(—¢)

Se obtine, deci, ca:

2 1 2 1 2 2
-1 —_Z.r Z.r-1 — __.pt L o2ty (—
L7HX} 3 L {S+1}+3 L {5—2} 3¢ u(t) 7€ u(—t)

Asadar:

(©) = =2 emtu(e) — 2 e=2tu(—p)
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APLICATIA 2

53 se determine transformata Laplace inversa x (i) pentru &@

2541

O =ity

unde Re(s) > —1. @\é
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25+1

REZOLVARE: X(s)=——
(s) (s+1)2(s5+2)
Pentru a descompune functia rational3 in fractii simple vom scrie
x(s) = A B €  Als+D(s+2)+B(s +2)+ C(s +1)°
it er s 5+ 1)2(s+2)
_(A+C)52+(3.4+B+ZC)S+2A+ZB+C_ 254+ 1
- (54 1)%(s +2) T s+ 1354 2)
Rezultd imediat sistemul de trei ecuatii cu trei necunoscute
A+€=0 @
34+B+20=2 Q/

24+ 2B+C=1 &
cu solutia
Asadar
X(s) = — ! 3 \%

s+1 (s+102 s+2°
Prin urmare, folosind liniaritatea:
1 1 1
L YX}=3 .71 - L= ra .
i [s+1} [(5+1)2 QE/ s+2}

De aceasta data numitorul functiei at onale este deja scris ca produs de

factori de ordin Tntai.
Avem, Tnsa, de a face cu un pol multiplu de ordin 2 Tn s = —1. Va reamintesc

cum se procedeaza la desc Inerea in fractii simple intr-un astfel de caz.

@ Watermarkly
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1 1 1
x(t)=L~YHX}=3-L71 {S " 1} —-L71 {m} —3.L71 {S " 2} = 3e Tult) — te Tult) — 3e~*ult)

xi) X(s) RC
. dir) 1 5
1 ' 1 . uit) - Re{s} =0
s4+1 E L {5 T ]I = e ult) —tl( =) % Re{.v} < ()
_li [ Mulr) ‘+'_'|— Re{s} =0
1 i ‘ 1 ul—r) RE{s} <0
! Ll — = re~tult d T )
(s+1)2 ' [(5‘ + 1)2} e”tult) e ulr) ‘Il—” B8 > —a
—e "l —r) ﬁ; B {s} < —a
RC: Re(s) > =1 ambele cu Re(s) = =1 ;'-:c_“:mn r;%ﬁ Re{s} > —a
. im —t"e " u(—r) T Re{s} < —a
| i [cos (1) W Re{s} =0
LZ { . -1 {m} = e~Ziy(t) [sineof|dl Ly »_[‘.}';T.(' Re{s} =0
T =i i i
2 ' [e=" codeqr]ilr) ﬁ Re{s} > —a
1 sra)
cu Re(s) > =2 e gt () ﬁ Re{s} = —a

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Acum, pentru a calcula cele trei transformate Laplace inverse care apar aici,
trebuie sa asociem o RC la fiecare-dintre cele trei expresii. Trebuie sa avem
grija deoarece fiecare dintre aceste expresii are mai multe RC posibile si doar
una este corecta. RC-urile posibile pentru fiecare dintre aceste expresii sunt
prezentate in figurd. Tn cazul fiecareia dintre aceste expresii, RC corecta este
cea care contine RC a ui’X (adica, Re(s) > -1). Urmarim pe slide. Imediat,
facand Tnlocuirile, se.obtine expresia pentru x(t).

@ Watermarkly
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Caracterizarea SALIT folosind
transformata Laplace

X ¥ X ¥
S S

In domeniul timp In domeniul Laplace
y(t) = (x=h)(t) Y(s) = X(s)H(s)

H - functia de transfer a sistemului (sau functia de sistem) = transformatasLaplace a
raspunsului h la impuls al SALIT

Un SALIT este complet caracterizat prin functia sa de transfer.

OBSERVATIE:
Dacéd RC a lui H include axa imaginard s = jw, dlunci H(s)|s = jw este chiar
réspunsul in frecventd al SALIT, pe care l-am notat cu H (&) sau H(jw).

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Consideram un SALIT de intrare x, iesire*y si raspuns la impuls h. Fie X, Y si H
transformatele Laplace ale lui x,y-sij respectiv, h. Continuam. Deoarece in
domeniul timp y(t) = (x * h)(t), avem din proprietatea transformatei Laplace
privind convolutia Tn domeniul-timp ca sistemul este caracterizat in domeniul
Laplace prin Y(s) = X(s)H(s).

Din punct de vedere terminologic, ne referim la H ca fiind functia de transfer a
sistemului sau functia~de sistem. Asadar, functia de transfer a sistemului o
definim ca fiind tramsformata Laplace a raspunsului h al respectivului SALIT la
impuls.

Un SALIT estecomplet caracterizat prin functia sa de transfer notata H.

Daca RC aclui H include axa imaginara s = jw, atunci H(s)|s = jo este chiar
raspunsulin frecventa al SALIT, pe care l-am notat cu H(w) sau H(jw).

@ Watermarkly
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Diagrama bloc. Interconectarea SALIT.
Reprezentare in domeniul Laplace.

DIAGRAMA BLOC X'—L“_ﬁ-"

Xl wlf) xir)
105} ELE] = —e— fy(x)Ha(x)
SERIE i H - Hy(s)H
) 0 ¥ xlr) N v
s Hils) = Hz(s) - = = Haly) = | s -

xfr) vir)

PARALEL P i) =

xl(r) J wf)
= —-—| HpE - Ha (5] ——

S H_?|\| -

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Consideram un SALIT de intrare x, iesire'y si raspuns la impuls h, si fie X,Y si
H transformatele Laplace ale lui x;¥°8i, respectiv, h. Adesea, este convenabil
sa reprezentam un astfel de sistem sub forma de bloc in domeniul Laplace,
exact asa cum se arata n slide.)Deoarece un SALIT este complet caracterizat
de functia sa de transfer, se. eficheteaza blocul cu aceasta notatie: H(s).

Interconectarea Tn serie a doud sisteme de tip SALIT, avand functiile de
transfer H, si H,,seste un tot un sistem de tip SALIT avand functia de transfer
H = H{H,. Evident au loc echivalentele prezentate in slide.

Interconectarea in paralel a doud sisteme de tip SALIT, avand functiile de

transfer, H; 'si H,, este tot un sistem de tip SALIT avand functia de transfer
H = Hy+ H,. Asadar avem echivalenta prezentata in slide.

@ Watermarkly
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Cauzalitatea unui SALIT interpretata cu
ajutorul transformatei Laplace

&) At}
ity
& Ale)
[ T ] h

Teorema 1: RC asociata functiei de transfer (functiei de sistem) a unui SALIT.cauzal este semiplanul
drept sau intreg planul complex.

Teorema 2: Pentru un SALIT avand o funclie rationala ca funclie de transfer (functie de sistem), H,
este asiguratd cauzalitatea sistemului daca si numai dacad RC a |di i “este semiplanul din dreapta
polului cel mai din dreapta sau, dacd H nu are poli, RC este data.de intregul plan complex.

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Am vazut ca un sistem este cauzal daca la“un-moment oarecare de timp iesirea sa depinde
numai de intrarea sistemului la momentele_anterioare de timp sau, cel mult, de momentul
prezent, si nu depinde de ce vom avea.pe intrare in viitor.

Daca, n particular, un SALIT este cauzal, atunci raspunsul sau la impuls este un semnal cauzal
si, prin urmare, h(t) este un sempal‘de durata infinita la dreapta. De aici, pe baza a ceea ce am
parcurs anterior, obtinem urmatorul-rezultat:

Teorema: RC asociata functiei de transfer (functiei de sistem) a unui SALIT cauzal este
semiplanul drept sau intreg planul complex.

In general, reciproca teoremei de mai sus nu este adevarati. Respectiv, dacd RC asociat
functiei de transfer (functiei de sistem) este semiplanul drept sau intreg planul complex, nu este
neaparat necesar ca sistemul sa fie cauzal. Totusi, daca functia de transfer este o functie
rationald, avem reciproca valabila, asa cum este exprimat si in teorema urmatoare.

Teorema: Pentru un SALIT avand functia de transfer (functia de sistem), H, o functie rationala,
avem asigurata cauzalitatea sistemului dacé si numai daca RC a lui H este semiplanul din
dreapta polului cel mai din dreapta sau, daca H nu are poli, intregul plan complex.

Dam, in cele ce urmeaza, cateva exemple.

@ Watermarkly
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A P L|CAT|A 3 . Considerind un SALIT descris de functia de sistem datd mai jos, determinati
dacd sistemul este sau nu este unul cauzal,
a)Ris) = 2 pentru Re(s) > —1;

i+1

bl H(s) = ﬁ pentru —1 < Re(s) < 1;

c) His) = i pentru Re(s) < —1;
Polii lui H sunt reprezentati in figurd si RC este figuratd prin zona gri.

a) Aici functia de transfer H este una rationald (avand doar polul & = —1), iar RC este datd de
semiplanul din dreapta polului cel mai din dreapta. Prin urmare, sistemul este cauzal.

b) Aici functia de transfer H este una rationald (avand polii s = =1 si s = 1), dar RC Au-€ste
semiplanul din dreapta polului cel mai din dreapta (s = 1) sau intregul plan complex. Prin Urmare,
sistemul nu este cauzal,

c) Aici functia de transfer H (avand doar polul 5 = =1) are ca RC un semiplan st3ngs, Prin urmare,
raspunsul la impuls al sistemului, k, este un semnal de durata infinitd la stanga, si nu la dreapta.
Asadar sistemul sigur nu este unul cauzal.

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Considerand un SALIT descris de funetia de sistem data mai jos, determinati
daca sistemul este cauzal.

a) H(s) =;11 pentruRe(s) > —1;
b) H(s) = 321_1 pentru —1 < Re(s) < 1;
c) H(s) = :—; pentru Re(s) < —1;

Polii lui H sunt reprezentati in figura si RC este figurata prin zona gri.

a) Aici functia®de transfer H este una rationald, iar RC este data de
semiplanul din dreapta polului cel mai din dreapta. Prin urmare, sistemul
este cauzal.

b) Aiciifunctia de transfer H este una rationala, dar RC nu este semiplanul din
dreapta polului cel mai din dreapta sau Tntregul plan complex. Prin urmare,
sistemul nu este cauzal.

c) Aici functia de transfer H are ca RC un semiplan stang. Prin urmare,
raspunsul la impuls al sistemului, h, este un semnal de durata infinita la
stanga, si nu la dreapta. Asadar sistemul sigur nu este unul cauzal.

@ Watermarkly
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BIBO — stabilitatea unui SALIT interpretata
cu ajutorul transformatei Laplace

Teorema 1: Un SALIT oarecare este BIBO-stabil dacad si numai dacéd RC a funcliei sale/de
transfer (adica a funcliei sale de sistern) contine intreaga axa imaginara (respectiv pe Re(s) QY.

Teorema 2: Un SALIT cauzal avand o functie de transfer (sistem) rationala, H,.este BIBO-stabil,
daca si numai daca toli polii lui H se afla in jumatatea stanga a planului cemplex (adica toli polii
au partile reale negative).

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

n aceasta sectiune analizam relatia dintre functia de transfer (sau functia de sistem) a unui SALIT si BIBO-
stabilitatea sa.
Ne aducem aminte ca:

Un sistem de intrare x si iesire y se numeste_sistem stabil (sau BIBO-stabil, de la Bounded Input - Bounded
Output, adica Intrare Marginita — lesire Marginita), daca

[x ()] < 00,(V)t = |y(t)| < oo, (V)t.

De asemenea:

Un SALIT, avand raspunsulla impuls notat cu h, este BIBO-stabil daca si numai daca h este o functie absolut
integrabila, respectiv:

+00
f |h(t)ldt < oo

Primul rezultat important este dat de urmatoarea teorema.

Teorema 1: Un SALIT oarecare este BIBO-stabil daca si numai daca RC a functiei sale de transfer (adica a
functiei sale de sistem) contine intreaga axa imaginara (respectiv Re(s) = 0).

Teorema 2: Un SALIT cauzal avand o functie de transfer (sistem) rationald, H, este BIBO-stabil, daca si
numai daca toti polii lui H se afla in jumatatea stdnga a planului complex (adica toti polii au partile reale
negative).

Din cele doua teoreme observam ca, in cazul unui SALIT, caracterizarea proprietatii de BIBO-stabilitate se
face mult mai simplu in domeniul Laplace (prin intermediul functiei is decat n domer&l timp
(prin intermediul raspunsului la impuls). Din acest motiv anali tabi al LiTleseeld J&ei

16



efectuata folosind transformata Laplace.
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APL|CAT|A 4 UnSALIT are functia de transfer (functia de sistem) data prin
1

(s+ 1(s+2)
Considerand ca sistemul este BIBO-stabil, 53 se determine RC a lui H.

Hi(s) =

REZOLVARE:

Functia de transfer a sistemului este una rationald, avand polii -1 si -2. Prin urmare exista nu
trei posibilitdti pentru RC:

Re(s) < -2

—2 < Re(s) < -1 ’&
axa

Re(s) = —1
Deoarece sistemul trebuie s3 fie BIBO-stabil, trebuie ca RC a lui H 53 includa,j
imaginara. Prin urmare, singura varianta convenabild dintre cele trei Eviden% este Re(s) = —1.

@ Watermarkly
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APL' CAT |A 5 . Un SALIT cauzal are functia de transfer {functia de sistemn)

1
HS) = i s+ )

53 se determine daca sistemul este BIBO-stabil.

REZOLVARE:
Vom incepe prin a factoriza numitorul, descompunand Tn produs de termeni de gradul intai. Radaci @
52425+ 2 =10 sunt—1 + J sideci:

1
Hm:(s+2)(s+1+j)(s+1—;‘)' ’&

Figuram polii in planul complex (a se vedea figura).
Din moment ce sistemul este considerat cauzal si toti polii sunt situati in semiplanul \@sténg avem ca

sisternul este BIBO-stabil. im 6
o)
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APLICAT'A B: Pentru un SALIT este dats functia de transfer (functia de sistem)
corespunzatoare. 53 se determine, in fiecare caz, RC convenabild pentru ca sistemul 53 fie unul BIBO- . a""
tabil, ;
st H(s) s(s—=1) i} Re(s) < -2,
5= - - il}) -2 <Rels)<-1.
(s+2)(s+14+06E+1-)) iii) Refs) > —1.
H( ] 5 i) Re(s) < —1,
5= . ; i) =1 <Re(s)<1,
+DE-DE-1-N6~-1+)) i) Re(9)> 1
In
. . , i) Rels)< -2 i
Hs) = S TG0 if) Re(s) > -2 £ 0
(s+2—-s+2+)) O
s—1 -
His) =——
(s) =—

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Pentru un SALIT este data functia*de transfer (functia de sistem)
corespunzatoare. Sa se determine; in.fiecare caz, RC convenabila pentru ca
sistemul sa fie unul BIBO-stabil.

. _ s(s—1)
H(s) = (s+2)(s+1+))(s+1—))
S
* H(s) = (s+1)(s—1)(s—1=f)(s21+J)
e H(s) = (s+)(s=))

(s+2—-j)(s+2+)
s—1

o H(s) -2 -

S
Tn cazul primeisfunctii de transfer polii sunt -2, -1-j si -1+j.
Ti figuram n planul complex.
Numai trei-RC ar fi posibile, dar pentru ca sistemul trebuie sa fie BIBO-stabil,
dintresacestea singura care contine axa imaginara este cea de-a treia, marcata
cu culoare gri.

In cazul celei de a doua functii de transfer polii sunt -1, 1, 1-j si 1+j.

Ti figuram Tn planul complex.

Avem trei RC posibile, dar pentru a fi asigurata si BIBO-stabilitatea sistemului
este necesar ca regiunea aleasd sa contina intreaga axa imaginara. Prin

@ Watermarkly

19



urmare, RC este cea de a doua, marcata cu culoare gri.

In cazul celei de a treia functii de transfer polii sunt -2- si -2+j.

Ti figuram n planul complex.

Avem doua RC posibile, dar pentru a fi asigurata si BIBO-stabilitatea
sistemului este necesar ca regiunea aleasa sa contind axa imaginara. Prin
urmare, RC este cea de a doua, marcata cu culoare gri.

In cazul celei de a patra functii de transfer avem un singur pol Tn 0. Acesta nu
poate fi, deci, punct de convergenta pentru functia de transfer considerata.
Cum el este si pe axa imaginara, RC nu va putea include/intreaga axa
imaginara si, prin urmare, H

nu poate fi asociata cu un sistem BIBO-stabil.
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Inversabilitatea unui SALIT interpretata cu
ajutorul transformatei Laplace

Un SALIT, notat H, avand functia de transfer (functia de sistem) H, este inversabil daca sinumat
dacd existd existd un alt SALIT, notat H~', avand functia de transfer (functia de.sistem)
Hinyp, astfel incat

H{s Hpu(s) = 1.

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Un SALIT, notat #, avand functia<de,‘transfer (functia de sistem) H, este
inversabil daca si numai daca existaexista un alt SALIT, notat H ~1, cu functia
de transfer (functia de sistem) H;, astfel incat
H{(s)Hiny(s) = 1.

Deoarece sistemele distincte’ pot avea functii de transfer (functii de sistem)
identice, dar cu RC diferite, inversul unui SALIT nu este neapdrat unic. In
practica, totusi, adesea, ne dorim un sistem stabil si/sau cauzal. Prin urmare,
desi pot exista mai-multe sisteme inverse, noi suntem frecvent interesati doar
de varianta unicd a sistemului invers (datoritd acestor constrangeri
suplimentare “de stabilitate si/sau cauzalitate).

@ Watermarkly
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APLICATIA 7:

Se considera un SALIT avand functia de transfer (functia de sistem) data prin

pentru Re(s) > —2.
Determinati toate sistemele inverse posibile ale acestuia si analizati BIBO-stabilitatea fiecaruia in parte.

REZOLVARE:
Functia de transfer (functia de sistem) a sistemului invers este data de
1 s+ 2
Hinls) = o) s+l &
Sunt posibile doua RC pentru H; %
1) Re(s) < —1; 2)Re(s) = —1.
Fiecare RC este asociatd unui sistem invers distinct. a
i confine axa imaginaré, in

timp ce in cel de-al doilea caz sistemul este unul BIBO-stabil pentru ca

Imaginara. @ "

In primul caz sistemul invers nu este unul BIBO-stabil, din moment ce RC
%xtine intreaga axa
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Functia de transferin cazul SALIT reprezentate cu
ajutorul ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti

Sa considerdm un sistem de intrare x, iesire y si rdspuns la impuls h, caracterizat prin urmatoarea ecuatie

N M

d* d*
2. b gy (® = ) i g,
k=0 k=0

unde M = N.

Vom nota cu X, ¥ si H transformatele Laplace pentru x, v sl h. Considerdnd transformata Laplace pentru ambii membri

ai ecuatiei si aplicand prupnetatlle acesteia vom obtine imediat
M

Z bes*Y(s) —z a5t X(s) = Y{s)Zb“ = X(E)Z 5™

k=0
Prin urmare, de aici abtmem chnar functia de transfer (functia de smtem], care aste daté de

( _) _ Y(.SJ Ek_@ﬂp‘-hk
X( :I Ek-obksk

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Multe SALIT de interes practic pot fi reprezentate folosind ecuatiile diferentiale liniare de un
anumit ordin cu coeficienti constanti. Sa censideram un sistem de intrare x, iesire y si
raspuns la impuls h, caracterizat prin urmétoarea ecuatie

Zb" tky(t) Z “"dth(t)
unde M < N.

Vom nota cu X, Y si H transformatele Laplace pentru x, y si h.
Considerand transformata‘Laplace pentru ambii membri ai ecuatiei si aplicand proprietatile

acesteia vom obtine imediat
N M
z bskY(s) = z axs*X(s).
k=0 k=0

N M
Y(s) z bis* = X(s) Z aysk.
k=0 k=0

Prin urmare, de aici obtinem chiar fun(_:’;ia de transfer (;‘unc’;ia de sistem), care este data de

Aceasta relatie devine

He) = 1O _ Dizoaus”

X(s) XN_,bys*k
Pentru sistemul de tipul considerat, functia de transfer (functia de sistem) este intotdeauna
una rationala (raport de doua polinoame in s). Acesta este r@ antru care se acorﬁél un

atermar
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interes deosebit acestui tip de functii.

&
&
R

N

&

~
16@
9
&
Q)?*
Q§
%\?‘

@ Watermarkly

22



APLICATIA 8
Un SALIT de intrare x si iesire y este caracterizat prin ecuatia diferentiala
D K
yr(t) +uY (t) +EJ-'(EJ = x(t),

unde D, K 51 M sunt constante reale.
Sa se determine functia de transfer (functia de sistem) pentru acest SALIT.

REZOLVARE:

Considerand transformata Laplace pentru ambii membri ai ecuatiei date, obtinem:
. D K
s2¥(s) + ESY[S] + W Yis) = X(s).

Aceastd relatie devine

0D K Ve _ 1
(s+Ms+M)}’(s)—X(s}mH(s)—X(s)—52+%$+%.

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Un SALIT de intrare x si iesire y este‘caracterizat prin ecuatia diferentiala

D K
y () + My'(t) +o y() = x(0),

unde D, K si M sunt constante'reale.
Sa se determine functia de'transfer (functia de sistem) pentru acest SALIT.

REZOLVARE:
Considerand transformata Laplace pentru ambii membri ai ecuatiei date,
obtinem:

s2Y(s) + %SY(S) + %Y(s) — X(s).

Aceasta relatie devine

D K Y(s) 1
B i R et
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Transformata Laplace este un i

diferentiale/integrale care

Transformata Laplace — instrument util in
analiza circuitelor

lace

Argumentare: ecuatiile diferentiale/integrale care descriu b@% Si
p

condensatorii sunt mult mai simplu de exprimat in dome,r"\

%\%
=X
Q/o.

decatin domeniul timp.

simplu de exprimat Tn dome@@gplace decat in domeniul timp.

@ Watermarkly

ent foarte util si pentru analiza
circuitelor. Utilitatea ei se dator@ in bund parte faptului ca ecuatiile
descriu bobinele si condensatorii sunt mult mai
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Rezistorul ca element de circuit

Rezistor = element de circuit care opune rezistenta curgerii curentului electric prin

circuitul respectiv.
Legea lui Ohm: @
- In domeniul timp: v(t) = Ri(t) sau i(t) = %v(t} ,&

- in domeniul Laplace: V(s) = Ril(s) sau I(s) = %V(s}

(1) M
Simbolul utilizat - AA %\

Un rezistor este un element de circuit care opune rezistenta curgerii curentului

electric prin circuitul respectiv.
Un rezistor cu rezistenta R intermediaza legatura dintre tensiune si curent, prin

legea lui Ohm:
O 7w = Ri.

ind transformatele Laplace, relatia de mai sus

I(s) = % V(s).

ircuit, un rezistor este notat, de obicei, cu simbolul din

fn domeniul Laplace, f
devine V(s) = RI(s)
in reprezentarea@

figura. \
&

@ Watermarkly
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Bobina ca element de circuit

Bobina = element de circuit care realizeaza conversia unui curent electric in camp
magnetic i invers.
in domeniul timp:
1i(t) . 1 f

) v(t}:L%sau i(t) =If_mv(r)dr
In domeniul Laplace:

V(s) = sLi(s), respectiv 1(s) = —V(s)
Simbolul utilizat

ir [
! VY

vir)

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

O bobina este un element de circuit-care realizeaza conversia unui curent
electric Tn camp magnetic si invers.

O bobina cu inductanta L intermediaza legatura dintre tensiunea la borne si
curentul care strabate bobina prin relatia

di(t

v(t) =L ()

dt

sau echivalent:

t
i) = % f (D) d.

— 00
In domeniul, “Laplace, folosind transformatele Laplace, relatia de mai sus
devine

V(s) = sLI(s), respectiv I(s) = S—lL V(s).
n reprezentarea de circuit, 0 bobina este notata cu simbolul din figura.
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Condensatorul ca element de circuit

Condensator = element de circuit care stocheaza sarcina electrica.

in domeniul timp:

du(t)

v(t) = %j_tm i(r)dr sau i(t) = C= @
in domeniul Laplace: @@

Vis)= i!(s). respectiv
1(s) = sC V(s) &

Simbolul utilizat \@

Un condensator cu capacitateaC i ediaza legatura dintre tensiunea la
borne si curentul care strabate condensatorul prin relatia

v(t) =~f-gi(®)drsaui(t) =C dv(t)

dt '
In domeniul Laplace, fol ransformatele Laplace, relatia de mai sus
devine

Un condensator este un element df%} care stocheaza sarcina electrica.

?‘é V(s) = SLCI (s), respectiv
é@ I(s) =sC V(w).

in repreze@rea de circuit, un condensator este notat cu simbolul din figura.

@?‘
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APLICATIE: Analiza unui circuit RC
cu ajutorul transformatei Laplace

Se considera circuitul din figura, de intrare v, si iesire v,. Acesta poate fi asimilat cu un SALIT, el fiind
caracterizat printr-o ecuatie diferential liniara cu coeficienti constanti.

a) Sa se determine functia de transfer (functia de sistem) 4 a acestuia.

b) Sa se stabileasca daca sistemul este sau nu BIBO-stabil. &

c) Sa se determine ce tip de filtru aproximeaza acest sistem.
d) Sa se determine raspunsul sistemului la semnalul treaptd-unitate.

A
: "o\%

W 0

valf)

C
- - @ (N
ABFIN BN MMALE 50 36T €
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REZOLVARE:

a) Pentru circuitul dat se scriu imediat ecuatiile:

Folosind transformata Laplace, acestea devin:

=
=
=

Asadar functia de transfer a acestui SALIT este:

necesar ca:

Pentru ca sistemul sa fie fizic realizabil el trebui sa fie cauzal. Prin urmare, \bn
complex drept, adica semiplanului din dreapta polului cel mai din dr@Cum"exisﬁ un unic pol, s = -}}E' este

vi(t) = Ri(t) +vafr)
i(t) = C4va(r) *

Vi(s) = RI(s) +Va(s) -
I(s) = CsVi(s).

Prin inlocuirea celei de a doua relatii in prima obtinem:

Vi(s) = RICsVa(s)] + Va(s) Q/
Vi(s) = RCsVa(s) + Va(s)
Vi(s) = [14+RCs|Va(s)

Vals) 1

Vi(s)  1+RCs’ %
1 1

ie sa corespunda unui semiplan

Re(s) > —ze.
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b} Din moment ce rezistenta si capacitatea, ca marimi fizice, sunt valori reale strict pozitive, vom avea ci:
1
R=0C=0=——<10
RC

Asadar polul functiei de transfer, 5 = -;—r. este in stdnga originii sistemului de axe si deci regiunea de convergenta

(RC) contine intreagd axa imaginard. Prin urmare sisternul este unul BIBO-stabil. Im
o Re
_L'c :
!
c) Vom nota cu Hy raspunsul Tn frecventa al sistemului, adica transformata Fourier a raspunsului la i in moment

ce sistemnul este unul BIBO-stabil, vom avea c¢d Hp(w) = H(jw). Prin urmare:

1 1 & \
He (0)| = | —————— =1 li He(m)| = li L0 h!
IH (0)] |+m:'m]‘ |mTl"m| F(@)] |.,,|L['.’W‘HT%
I N,
Asadar sistemul considerat aproximeaza, cel mai bine, un filtru trece-jos, 6

AR BANCOS - SEWMAAE 3 SETL €
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d) Ne propunem s3 calculdm réspunsul sistemului la semnalul treapta-unitate v, (t) = u(t), a cérui transformat3
1
Laplace este V;(s) = *

Comportamentul intrare-iesire al sistemului este caracterizat de ecuatia:

NN (1 N &
=t = ()= (1) () = e

Pentru a obtine rispunsul cdutat, v, (), trebuie s3 gsim transformata Laplace inversd a lui V5 (s) obtinut anterior.
Descompunem in fractii simple functia rationala la care am ajuns, astfel:

1 . 1 Q/
Vo(s) = RC _ﬂ+ R _A(S+R)+Bs_(n+ﬁ)s+g.ﬁ@®

s(s+%) § s+% s(s+%} s(s+%)

Prin identificare obtinem imediat cd A+ B =0si4 = 1. Asadar A = 151 B = —1.

&P
V,(s) = %- ! . %\

5+ 5=
RC
Folosind tabelul cu transfarmate Laplace uzuale, obtinem de aici ca 4
t t
WEE L)

valt) = ult) —e Ro-ult) = (1-
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