CURSUL11

Transformata Laplace directa si inversa.

Exemple de calcul al transformatei Laplace directe folosind definitia
acesteia.

Regiunea de convergenta (RC) a transformatei Laplace. Proprigfatia RC.
Exemplu de calcul.

Proprietatile transformatei Laplace. Tabel cu transformate \\aplace uzuale.

Exemple de calcul al transformatei Laplace directe folpsind proprietatile
acesteia.
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Introducem acum un alt instrument” matematic important, pentru studiul
semnalelor si sistemelor, cunoscut-sub denumirea de transformata Laplace.
Aceasta poate fi privita ca o generalizare a transformatei Fourier (clasice).
Datorita caracterului sau mai-general, transformata Laplace are o serie de
avantaje comparativ cu transformata Fourier. Tn primul rand, putem gestiona
cu transformata Laplace ‘unele semnale in timp continuu (functii) care nu pot fi
gestionate cu transformata Fourier. Tn al doilea rand, deoarece transformarea
Laplace este un instrument mai general, ea poate oferi informatii suplimentare,
dincolo de celeobtinute din transformata Fourier.
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Transformata Laplace — generalizare a
transformatei Fourier

xir) yr)
—— )

Pentru un SALIT de intrare x si iesire y , avand raspunsul la impuls h, exponentiala complexa ‘éste
o functie proprie (vector propriu), respectiv:

() = e (cw s = a + jw) = y(t) = H(s)e™,
unde:

o

H(s) = J h(t)e=tdt.

(functia de sistem = transformata Laplace aduiM)
4 o0

§ = jw = H(jw) = J h(E)e™ It dE

(raspunsul in frecventa = transformdta FoWffier a lui h)
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Am vazut ca exponentialele complexe sunt functii proprii ale SALIT. Va amintiti ce inseamna functia
proprie si valoarea proprie?
Sa presupunem ca avem un astfel de sistem,cu raspunsul la impuls h.

Prin urmare raspunsul y(t) al sistemulti-avand pe intrare exponentiala complexad x(t) = et (unde s
este o constanta complexa oarecare)este dat de

y(t) = H(s)e"t,
unde

oo
H) = [ e
— 00
Anterior ne-am refetitla H ca la o functie de sistem sau ca la raspunsul n frecventa al sistemului.

H este, de fapt, ‘chiar transformata Laplace a lui h. Integrala aceasta este definitia transformarii
Laplace.

In cazul particular in care s = jw,unde w este real (si deci s este intr-un astfel de caz numéar complex
pur imaginar), formula devine chiar transformata Fourier. Anterior spuneam ca H(jw) este raspunsul
in frecventa al SALIT (adica transformata Fourier a lui h).
Deoarece noua formula include transformata Fourier ca un caz special, transformata Laplace poate fi
vazuta ca o generalizare a transformatei Fourier (clasice).
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Definirea transformatei Laplace

Transformata Laplace (bilaterald) a functiei x, notatd prin £{x} sau X, se defineste prin

X(s) = f x(t)e"dt,unde: 5 = ¢ + jw.

-

Transformata Laplace inversa a lui X, notatad cu £71{X} sau cu x, este data prin relatia
atjm

1
x(t) =— f X(s)e ds,
Zmj )
T—jon

unde o = Re{s} apariine regiunii de convergenfd (RC) a lui X.

Perechea determinata de transformata Laplace, in domeniile timp siffresventa, este notata prin
TL
x(t) = X(s)
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Transformata Laplace (bilaterald) a functiei x, notata prin £{x} sau X, se defineste
prin

(o]

x(s)= f x(E)e-stdt.

— 00

Transformata Laplace inversa a lui X, notata cu £L~1{X} sau x, este datéa prin relatia
otjoo

1
x(t) =— f X(s)estds,
2mj )
o—joo

unde o = Refs} apartine regiunii de convergentad (RC) a lui X (adica regiunea din
planul complex pentru care transformata Laplace exista).

Sa observam ca aici avem de a face cu o integrala de contur, din moment ce s
este o variabila complexa.

Ne vom referi la x si la X ca la perechea determinata de transformata Laplace,
aceasta fiind notata prin

TL
x(t) & X(s).
In practica nu se calculeaza transformata Laplace inversa folosind formula data, ci
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se utilizeaza alte metode, pe care le vom discuta mai tarziu.
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Variante diferite ale transformarii Laplace

oo

Transformata Laplace bilaterala X(s) = f x(t)e=Stdt

-0
=)

Transformata Laplace unilaterala  X(s),= f x(t)e Stdt
0
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Sunt utilizate doua versiuni ale transfermatei Laplace :

1. transformata Laplace bilaterala;

2. transformata Laplace unilaterala.

Transformata Laplace unilaterala este folosita cel mai frecvent pentru
rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare cu conditii initiale diferite de
zero. Singura diferentd\.intre definitiile celor doua tipuri de transformate
Laplace se referd Ja \limita inferioara a integralei. Tn cazul bilateral, limita
inferioara este —ooin timp ce in cazul unilateral, limita inferioara este 0.

In general, nesvom referi la transformata Laplace bilateralda. Transformata
Laplace unilaterald este un instrument frecvent utilizat Tn rezolvarea ecuatiilor
diferentiale.care apar.

Daca nu'este mentionat altfel, toate referirile pe le vom face la transformata
Laplace; vor fi intelese ca insemnand transformata Laplace bilaterala.
Reamintim faptul cd multimea de puncte din planul complex pentru care
transformata Laplace exista se numeste regiune de convergenta (RC).
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Relatia dintre transformata Laplace si
transformata Fourier

X, Xp - transformatele Laplace si respectiv Fourier ale semnalului in timp continuu x

X(5)s=jow = Xplw)
Functia X (5) evaluati la o valoare complexa arbitrard 5 = ¢ + jw (unde g = Re{s} siw = Im{s}) poatefi,
de asemenea, exprimatad siin functie de transformata Fourier a lui x.

in particular avem X(5M szt jur = Xp (@),
unde X este transformata Fourier a lui x'(t) = e'”‘x{_r), Aceasta deoarece;
X(o+ jm) j xft)eioHim gy

f " {t)e e I dr
— Fle () Ha).

X(a+ jw) =Tle ™x(r) ).
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Fie X si X transformatele Laplace si.respectiv Fourier ale semnalului Tn timp
continuu x.

Functia X(s) evaluatd in s = jw (unde w este real) ne da Xr(w), asa cum am
vazut deja. Acesta inseamna. X(5)|s=j,, = Xp(w).

Datorita relatiei precedente;.transformata Fourier a lui x este uneori scrisa ca

X(jw).

Functia X(s) evaltata la o valoare complexa arbitraréd s = o0 + jw (unde o =
Re{s} si w ='1m{s}) poate fi, de asemenea, exprimatd si Tn functie de
transformata Fourier a lui x. Tn particular avem

X(8) s=o4jas= X (w),

unde X}, este transformata Fourier a lui x'(t) = e~ ?tx(t). Sa justificam acest
lucru.

Deci, Tn general, transformata Laplace a lui x este transformata Fourier a unei
versiuni ponderate cu o exponentiala a lui x.

Datorita acestei ponderari, transformata Laplace a unui semnal in timp
continuu poate exista atunci cand transformata Fourier a aceluiasi semnal nu
exista.
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Exemplul 1
de calcul al transformatei Laplace

53 se determine transformata Laplace X a semnalului in timp continuu definit'pfin
functia: @

x(t) = e “u(t),

unde a este o constanta reala.
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REZOLVARE:

Aplicand definitia transformatei Laplace obtinem: X(s) = L{e “u(r)}(s)

-/‘.e “u(r)e Vdt
=/_¢ (sak gy

0
= [ e[S

inlocuims = ¢ + jw pentru a determina mai usor cand converge expresia obtinuti citre o valoare finita: @

10~ (o) ] DB
(el &
Rl
Observam ci expresia de mai sus converge numai pentru: ¢ + a > 0 ¢ Refs} > —a. | az avem:

X = (57555 0~ 1) =,'%~\
@ 4
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Prin urmare se obtine:

pentru:

Regiunea de convergentd este ilustratd in figurd, pentru cazurile @ = 0, respectiva < (.

Im(x)

e u(r) ¢ —

1
sta
Re(s) = —a

Imi(s)

Regiunea de convergenta este ilustratz

a<o.

’

Refs) * m@

@ Watermarkly



Exemplul 2
de calcul al transformatei Laplace

Sa se determine transformata Laplace X a semnalului in timp continuu d@

prin functia: x(t) = —e~u(~t), &@

unde a este o constanta reala. %

N
N
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REZOLVARE:

Aplicand definitia transformatei Laplace obtinem: X(s) = £{—e “u(—1)}(s)

- /_ —e Y u(—t)e " dt
= fl —e e dt
)
= f —e~lstak gy
- [( [} )‘~(xfa)l] d
Inlocuim s = o + jw pentru a determina mai usor cand converge expresia obtinuta catre o vatoa%

w1~ (s

- (svte) [ ore %
 (svde) [1-come]. @\

Observam ca expresia de mai sus converge numai pentru: 0 + a < 0 & Re{s} in acest caz avem:
x("):(omluo)[l_ol “
|
~ s+a’

N
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Prin urmare se obtine: —ai

pentru:
Re(s) < —a.

Regiunea de convergenta este ilustratd in figurd, pentru cazurile @ = 0, respectiva < 0,

Imis) Im(s)

Re(x) — %Ly

]
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Comparam rezultatele obtinute la acest' exemplu cu ceea ce s-a obtinut la
primul exemplu tratat si facem“0) observatie importantd. Desi expresia
algebrica este aceeasi in amble eazuri pentru transformata Laplace obtinuta,
adica
1

X(s) = s+a’
observam o diferenta fundamentald Tn ceea ce priveste regiunile de
convergentd RC ale ‘transformatelor. Astfel, intr-un caz, X(s) converge pentru
Re(s) > —a, In timp-Ce n celdlalt caz X(s) converge pentru Re(s) < —a.
Este important, de retinut, asadar, ca trebuie sa specificam atat expresia
algebrica adui- X (s), cat si regiunea sa de convergenta RC, pentru a se putea
determina‘Tn mod unic x = £-1{X}.
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Exemplul 3
de calcul al transformatei Laplace

53 se determine transformata Laplace X a semnalului treaptd unitate d@/
timp continuu : @

x(t) = u(t).
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REZOLVARE:

Aplicand definitia transformatei Laplace obtinem: X(s) = Lu(s)

=£:u{:}e it
:fwe i

= (-1l

inlocuim s = @ + jw pentru a determina mai usor cind converge expresia obtinuti citre o valoare finita: @

w0 - [(-sba) o], B
- [(et)eeril <
Observim cd expresia de mai sus converge numai pentru: @ > 0 < Ref{s} = 0.Tn acest caz @
X6 = (~ai) -1 @\
=(-5n \
1
Prin urmare se obtine: =3
ﬂ
ulr) + ls pentru Re%
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Exemplul 4
de calcul al transformatei Laplace

53 se determine transformata Laplace X a semnalului urmator definit 'm@z

continuu :
x(t) = AS(t — ty), &Q/

unde A si t; sunt constante reale arbitrar considerate. %

N
N
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REZOLVARE:

Aplicand definitia transformatei Laplace obtinem:
X(s) = L{AG(r — ) }(%)

:fm.slﬁ{: Iy)e "dt
=Af. B(t —tg)e " dr.

Folosind proprietatea de ,sifting”, de sondare a impulsului Dirac-delta, se obtine imediat cd: @
X(s) = Ae "™, @@

Prin urmare se obtine:

AB(t — ) +“+ Ae™  pentru orice s, @\
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Semiplan stang si semiplan drept.
Intersectii in planul complex.

T [s] Qs Imifs) Tinfs | @l Tinfs]
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Semiplanul stang este dat de multimea. tuturor punctelor din planul complex
care satisfac relatia Re{s} <a, unde a este o constanta reald oarecare,
negativa sau pozitiva.

Semiplanul drept este dat'‘de multimea tuturor punctelor din planul complex
care satisfac relatia Refs} > a, unde a este o constantd reald oarecare,
negativa sau pozitiva.

Intersectia a doua 'multimi de puncte din planul complex se defineste ca fiind
multimea acelor, puncte care se afla si intr-o multime si Tn cealalta.

@ Watermarkly
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Clasificarea dupa durata a semnalelor

x0r) Semnal de duratd infinitd la ) Semnal de durata finita

AT F

. ,Q(/

Semnal de durati infinitd la %aldedumtﬁinﬁniﬁ
stanga, si la dreapta)

i) dreapta mg
T

& :

Dam 1n figura o clasificare dupa dura@ emnalelor definite in timp continuu.

@ Watermarkly
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Proprietati ale RC— Proprietatea 1

RC a transformatei Laplace X consta din benzi duse paralel la axa imaginara din

planul complex. Q/
Aceasta Tnseamna ca daca s este Tn RC, atunci si s + jw este in RC p ricare
ar fi w real. &

Valid Valid

Vom evidentia, in cele ce urmeaza, o.serie de proprietati ale RC, fara a insista
pe demonstrarea lor.
O prima proprietate este cea détéamai Sus.

Dam exemple de multi '@idé sau nevalide, In sensul respectarii acestei
proprietati. sr&)

@?‘

@ Watermarkly
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Proprietati ale RC— Proprietatea 2

Daca transformata Laplace X este o functie rationalad (adicd un raport de doud
polinoame), RC nu poate contine poli (adica radacini ale numitorului rapo i
pentru care transformata ar deveni infinitd), iar RC este fie delimitata d e
se intinde pana la infinit. «

. gm W
SR N
Q/\

Cea de-a doua proprietate are cont,in@l/ in slide.

Dam exemple de multimi, validessau nevalide, in sensul respectarii acestei
proprietati. C)é

4

@ Watermarkly
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Proprietati ale RC— Proprietatea 3

Daca un semnal in timp continuu (o functie) x este de durata finita si transformarea

sa Laplace X converge pentru o anumita valoare a lui s, atunci X conv ntru
toate valorile |ui s (adicd RC este intregul plan complex).
I Im &@

. X

t & Valid Timvalid %\ Tiwalid
Semnal de durata finita Q/ o
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Daca un semnal in timp continuu unctie) x este de duratd finita si
transformarea sa Laplace X conve entru o anumita valoare a lui s, atunci
X converge pentru toate valorile lur s (adica RC este intregul plan complex).

Cateva exemple de multi re pot fi valide sau nevalide ca RC pentru X,
daca x este de durata finita, sunt prezentate n figura.

v
\%
&

@?‘
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Proprietati ale RC— Proprietatea 4

Dacd un semnal definit in timp continuu (o functie) x este de durata infinita la
dreapta si linia (verticald) Re(s) = g, este in RC a transformérii Laplace X aluj
x, atunci toate valorile lui s pentru care Re(s) > g, sunt, de asemenea, o RC
(respectiv RCinclude intreg semiplanul dreapta ce contine Re(s) = a,).

Im Im

ity Valid Trvalid Twvalid

Semnal de durata infinitd la dreapta
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Daca un semnal definit in timp continuu.(o functie) x este de durata infinita la
dreapta si linia (verticald) Re(s) = og este In RC a transformarii Laplace X a lui
x, atunci toate valorile lui s pentru care Re(s) > g, sunt, de asemenea, in RC
(respectiv RC include intreg.semiplanul drept ce contine Re(s) = ay).

Cateva exemple de multimi care pot fi valide sau nevalide ca RC pentru X,
daca x este de durata infinita la dreapta, sunt prezentate n figura.

@ Watermarkly
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Proprietati ale RC— Proprietatea 5

Daca un semnal definit in timp continuu (o functie) x este de durata infinitd la
stdnga si linia (verticald) Re(s) = g, este in RC a transformdrii Laplace X a lui'x,
atunci toate valorile lui s pentru care Re(s) < g, sunt, de asemenea, in'‘RC
(respectiv RC include intreg semiplanul stang ce contine Re(s) = ay).

Im Ien Ina

. 9

] Valid Lnvalid Tvalid

Semnal de duratd infinitd la stinga
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Daca un semnal definit in timp continuu.(o functie) x este de durata infinita la
stanga si linia (verticald) Re(s) = oy“@ste in RC a transformarii Laplace X a lui
x, atunci toate valorile lui s pentru care Re(s) < g, sunt, de asemenea, in RC
(respectiv RC include Tntreg.semiplanul stang ce contine Re(s) = o).

Cateva exemple de multimi care pot fi valide sau nevalide ca RC pentru X,
daca x este de durata infinita la stanga, sunt prezentate in figura.

@ Watermarkly
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Proprietati ale RC— Proprietatea 6

Dacad un semnal in timp continuu (o functie) x este de durata infinita (si la
stdnga, si la dreapta) si linia (verticald) Re(s) = g, este in RC a transformifii
Laplace X a lui x, atunci RC va consta dintr-o banda care include aceasta linie
Re(s) = a,.

Im Im Im,

| — . im &

Semnal de durata infinita
(si la stdnga, si la dreapta)

WValid Tnvalid Tnvalid
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Daca un semnal in timp continuu (6.functie) x este de durata infinita (si la
stanga, si la dreapta) si linia (verticald) Re(s) = o, este in RC a transformarii
Laplace X a lui x, atunci RC va.consta dintr-o banda verticala care include
aceasta linie Re(s) = o,.

Cateva exemple de multimi care pot fi valide sau nevalide ca RC pentru X,
daca x este de durata.infinita (si la stanga, si la dreapta), sunt prezentate in
figura.
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Proprietati ale RC— Proprietatea 7

Daca transformata Laplace X a semnalului definit in timp continuu (a functiei) x

este una rationala, atunci:

(a) Daca x este de duratd infinita la dreapta, atunci RC a lui X este la dreapta
polului cel mai din dreapta al lui X (adicd, semiplanul drept dinsdreapta
polului cel mai din dreapta).

(b) Daca x este de durata infinita la stanga, atunci RC a lui X estea stanga
polului cel mai din stanga al lui X (adicd, semiplanul stang din stanga polului
cel mai din stanga).

Im Im I Imi
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Daca transformata Laplace X a semnalului definit n timp continuu (a functiei)

x este una rationala, atunci:

(a) Daca x este de durata infinita da dreapta, atunci RC a lui X este la dreapta
polului cel mai din dreapta al lui X (adica, semiplanul drept din dreapta
polului cel mai din dreapta).

(b) Daca x este de durata.infinita la stanga, atunci RC a lui X este la stanga
polului cel mai din.stanga al lui X (adica, semiplanul stang din stanga
polului cel mai-din: stanga).

Cateva exemple de multimi care pot fi valide sau valide ca RC pentru X, in
cele doua ‘eazuri considerate, sunt prezentate n figura.
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Concluzii privind RC

Duratd infinitd la stdnga  Durata infinita la dreapta m

da da Band3 verticald (in lungul @@

axei imaginare)

nu da Semiplan complex dri
da nu Semiplan complex st
nu nu Tntreg planu@x
, D

4

In concluzie, RC poate fi doar sub forma unui semiplan complex, stang sau
drept, o banda verticala unica, Tntr@ anul complex sau multimea vida.

’
Se poate demonstra ca RC&Jie sa fie o multime conexa. Va reamintesc ca

0 multime S este cone a pentru oricare doua elemente a si b din S,
exista o cale de la a | Xﬁ_dare este cuprinsa in S. Prin urmare RC nu poate
consta din mai mu nzi verticale (pentru ca ele ar fi neconectate). De
exemplu, multimil %entate n figura nu sunt valide ca RC.

&

@?‘
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APLICATIE

Transformata Laplace X a semnalului definit in timp continuu (functiei) x are urmatoarea ex e

analitica
5 +% @
X6 =T s 7267 +5-2) &

Identificati toate RC posibile ale lui X.

infinitd la dreapta,

corespunde X este semnal de duratd infinitd la stinga, semnal de d
semnal de duratd infinité (si la stanga, si la dreapta) sau semnal de du

%Fﬁ
&

Pentru fiecare RC identificat indicati daca semnalul definit Tn timp conﬁnz:g\ a) x la care ar
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1

REZOLVARE: o) sty
(s2+25+2)(s* +5-12)
Posibilele RC asociate lui X sunt determinate strict de palii acestei transformate Laplace,
Prin urmare, se impune determinarea acestora.
Tinem cont de modul in care se factorizeazd o functie de gradul al doilea:
ax® +bx +¢ = alx —x)(x — x3),
unde x; 5i x; sunt radacinile ecuatiei de gradul al doilea
—b £ Vb* — dac

2a
Radacinile ecuatiei
s2+25+2=0
sunt (-1+j), respectiv (-1-j) si deci, @

s24254+2=(s+1—jMs+1+)),

ax?+bx+c=0, x,=

sP4+s5-2=0

iar ridacinile ecuatiei \%
sunt -2, respectiv 1, si deci 6

Transformata Laplace data devine

sP4s—2=(s+2)s-1). %\
ﬂ

1
+_
X(s) = "2 Vi

(s+1—)(s+ 1+ j)(s+4 - 1).
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Astfel, X are poli in punctele: -2, {(-1-j), (-1+]) siin 1.

Deoarece acesti poli au doar trei parti reale distincte (si anume: -2, -1, si 1), exista patru RC-uri posibile:
i) Res)<-2

i) =2<Re(s)<-1

iii) -1 <Re(s) <1

iv) Re(s) »1

Aceste RC sunt reprezentate grafic mai jos.
Prima RC corespunde unui semnal de durata infinita la stanga.

A doua RC corespunde la un semnal de durata infinita (si la stanga, si la dreapta) silafel siat %
Cea de-a patra RC corespunde unui semnal de durata infinita la dreapta.

Tm Im I

]

Im

x1T X1+ d
= Bo o
ot X-1T

Y,

N —
1
-
z
L
S ——
—
L
'J
T e

Rels) = -2 -2 <Re(s) <-1 -lcﬂets:l% Re(s) =1

AR BANCOS - SEWMAAE 3 SETL €
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Proprietatile TL - Liniaritatea

TL TL
Daca x;(t) & X;(s), avand RC notatda cu Ry, si x3(t) < X5(s), avand\ RC
notata cu R, atunci
TL
a;xq(t) + azx; (t) < a; X, (s) + az X, (s),
avand RC notatd cu R, care va contine intersectia Ry N K;;  constantele
complexe a, si a, fiind arbitrar considerate.
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TL TL
Daca x,(t) © X1(s), avand RC notata 'Ry, si x,(t) & X,(s), avand RC notata R,,
atunci
TL
a1x1(t) + ayx,(t) © a1 X1(s) HazX,(s),
avand RC notata R, ce va contine intersectia R; N R,, cu constantele complexe
a; Si a, arbitrar considerate;

Aceasta proprietate/ este cunoscuta sub denumirea de proprietatea de
liniaritate a transfotrmatei Laplace.

Sa facem observatia ca RC notata R va contine Tntotdeauna intersectia R{N
R,, respectiv-R{N R, C R.
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Proprietatile TL — Deplasarea in domeniul
timp

” &
Daca x(t) «» X(s), avand RC notata cu R, atunci Q/@

x(t — ty) & et X(s), «

avand RC tot R, unde £, este o constantd reald arbitrara. %

TL
Daca x(t) & X(s), avand RC notat3 %P atunci
L
x(t —a?; e St X(s),

avand RC tot R, unde t, este Gjonstanté reald arbitrara.
Aceasta este proprietatea@ deplasare in domeniul timp a transformatei

Laplace. :
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Proprietatile TL — Deplasarea domeniului
Laplacea TL

TL
Daca x(t) & X(s), avand RC notata cu R, atunci

TL
e%tx(t) & X(s — s,), Q/
avand RC data de R + Re{sy}, unde s, este o constanta complexa arbi@

Daca x(t) <—>X (s), avand RC notata atunci

<—> X(s —sp),
avand RC data de R + Re{so} de So este o constanta complexa arbitrara.
Aceasta este proprietate “deplasare a domeniului Laplace in cazul

transformatei Laplace. O
Dupa cum este iIustra@?n figura, RC este deplasat spre dreapta cu Re{s}.

v
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Proprietatile TL—
Scalare domeniu timp /domeniu Laplace

TL
Daca x(t) < X(s), avand RC notatd cu R, atunci
TL 4 X 5
x(at) g (—)

a

avand RC data de aR, unde a este o constanta reala arbitrara nenula. &
Im Im Ir«

°m|rl! ‘ frnenc Re ‘“ml!l
: ! ! . Q/ A !
R aR, a >0 aR, a <0

TL
Daca x(t) & X(s), avand RC notat3 %P atunci
1 S
xay o (3),

avand RC data de aR, unde©S e 0 constanta reald arbitrara nenula.

Aceasta este proprietate calare domeniu timp/domeniu Laplace in cazul

transformatei Laplace.
In figura este ilustra “ﬁa RC.

\%
&

@?‘

@ Watermarkly

32



Proprietatile TL—
Proprietatea de conjugare a transformatei Laplace

. &
Daca x(t) < X(5), avand RC notata cu R, atunci Q/@

X () 5 X (s, 2\
avand RCidenticcu R. %

TL
Daca x(t) & X(s), avand RC notat3 %P atunci
L
x* t:"<—> X*(s%),
avand RC tot R. ?
Aceasta proprietate este ¢ uta sub denumirea de proprietatea de

conjugare a transform@place.
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Proprietatile TL— Convolutia in domeniul timp

TL TL
Daca x;(t) & X, (s), avind RC notata cu Ry, si x,(t) < X5(s), avind RC.notata
cu R,, atunci

TL
(1% x2) (£) © X1 ()X (s),
avand RC notata cu R, care va contine intersectia R; N R,.

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

TL TL
Daca x4(t) « X,(s), avand RC notata'‘Cu R4, Si x,(t) & X,(s), avand RC notata
Cu R,, atunci

TL

(e f22) (t) © X1 () X5 (s),
avand RC notata cu R, care va contine intersectia Ry N R,.
Aceasta proprietate este cunoscuta ca proprietatea de convolutie in domeniul
timp a transformatei Laplace.
Sa facem observatia\ca RC notata R va contine intotdeauna intersectia Rin
R,, respectiv R;N"R, C R.
Convolutia dintdomeniul timp devine produs (multiplicare) in domeniul Laplace.
Ca o consecinta directa a acestei proprietati, este mai usor de operat cu
SALIT inidemeniul Laplace decat in domeniul timp.
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Proprietatile TL— Derivarea in domeniul timp

TL
Dacd x(t) < X(s), avand RC notatd cu R, atunci

dx(t) TL

cu RCincluzand R.

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

TL
Daca x(t) < X(s), avand RC notata-cu R, atunci

dx(e)TL
3 OSX (s),

cu RC incluzand R.

Aceasta proprietate este.cunoscuta ca proprietatea de derivare in domeniul
timp a transformatei Laplace.

Observati ca derivarea«in'"domeniul timp conduce la un simplu produs
(multiplicare) cu s/in domeniul Laplace, operarea fiind, astfel, mult usurata.
Lucrul cu ecuatiile diferentiale in domeniul Laplace este mult mai simplu decéat
n domeniul_timp.
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Proprietatile TL — Derivarea in domeniul
Laplace

. &
Daca x(t) < X(s), avdnd RC notata cu R, atunci Q/@

TL
—exe) dxi;)’ «
cu RC identica cu R, \%

TL ax (s)

)

Daca x(t) <—>X (s), avand RC notata% > atunci

Laplace a transformatei.Laplace.

cu RC identica cu R.
Aceasta proprietate ecﬁia ca proprietatea de derivare tn domeniul
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Proprietatile TL — Integrarea in domeniul
timp

TL
Daca x(t) < X(s), avand RC notata cu R, atunci
t
TL 1
j x(T)dr < EX(S),
oo

cu RCincluzind R N {Re{s} > 0}.

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

TL
Daca x(t) < X(s), avand RC notata-cu R, atunci

: TL 1
f x(7) <—>§X(s),

—00

cu RC incluzand R n{Re{s} > 0}.

Aceasta proprietate)este cunoscuta ca proprietatea de integrare in domeniul
timp a transformatel Laplace.

Observati ¢a integrarea in domeniul timp conduce la o simpla Tmpartire cu s in
domeniul-Laplace, operarea fiind, astfel, mult usurata. Lucrul cu ecuatiile
diferentiale in domeniul Laplace este mult mai facil comparativ cu cel in
domeniul timp.
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Teorema valoriiinitiale

impulsuri Dirac sau singularitati de ordin superior in origine, atunci
x(0%) = lim sX(s),
unde x(0%) semnifica limita lui x(t) cand t se apropie de é&prm valori

pozitive ale lui t. \

2)
&

Pentru o functie x de transformata Laplace X, daca x este cauzal si nu@@

PARFIN BERCOS  SEMMALE B 36T €

Pentru o functie x de transformata Laplace X, daca x este cauzal si nu contine
impulsuri Dirac sau singularitati de Qgi superior Tn origine, atunci
(0%) = lim sX(s),
S—> 00

unde x(0%) semnifica limit ) cand t se apropie de zero prin valori
pozitive ale lui t.
Acest rezultat este m@n{ ca teorema valorii initiale.

@?‘
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Teorema valorii finale

Pentru o functie x de transformata Laplace X, dacd x este un semnal cauzal si
are limita finitd cand t — oo, atunci

lim x(t) = limsX(s).

t—oo 5—=0

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Pentru o functie x de transformata Laplace X, daca x este un semnal cauzal si
are limita finita cand t — oo, atunci
P_)nolox(t) = !Sl_r)r(l) sX(s).

Acest rezultat este cunoscut-sub’.denumirea de teorema valorii finale.

Uneori, teoremele valorii.initiale si finale sunt utile pentru a verifica eventuale
eroriin calculele cu transformate Laplace.

De exemplu, dacé/am fi facut o greseala la calculul X(s), valorile obtinute din
aceste teoremear fi, cel mai probabil, Tn dezacord cu valorile obtinute direct
din expresiayoriginala pentru x(t).
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omteios — oot |

ay Xy (5) + agXy(s)

Liniaritate ayxy () + mpay (b

Deplasare in domeniul ot — )

timp

Deplasare in domeniul eqtx(r)

Laplace

Scalare domeniu xfat)

timp/domeniu Laplace

Conjugare ()

Convolutie in domeniul {2+ x3)(t)

timp

Derivare in domeniul dx(t)

timp dt

Derivare in domeniul —tx(t)

Laplace

Integrare in domeniul £

timp J x(r)
—

Teorema waloril initiale

Teorema valorii finale

)

e ) (5)
X(s —sp)
i ()
X*(s")
Xy (s)Xz(s)
SK(5)

dx (5}
ds

éx(s}

(2=

2
x(0*y = '_.M{X(s]

RynR; c R

K
R+ Re{sy}

afl

R @
RynR; € R @
RC}F&@

S
Rl@\]} 0} c RC

= lim sX|
iy =2

Reunim in tabelul de mai sus toate re
putea accesa cu usurinta atunci ca
’

@ Watermarkly

40



x(1) X(s) RC

di(r) 1 5
u(r) - Re{s} >0
—u(—1) . Re{s} < 0
"ulr) 2| Refs } =0
—t"u(—r) .
Transformate Laplace ale unor semnale “:::"{”
uzuale definite fn timp continuu —e"u(—1)

e~ u(r)
—1"e " u(—r)

[cos wn.']u[r]
['sll'l(ﬁnf I \ ?3‘_—'_’1ui—.(r Re{s} >0

]
~ cos Oy _H‘—'.“_“ Re{s} > —a

\+u]'+mﬁ
,—l.l.f m L -
[e ! h@]i([f\] ﬁ”ri'—‘”u! Re{s} > —a

PARRIN BaMICS - SEMIBLE S SET €

Tabelul de mai sus contine o serie de 6 formate Laplace ale unor semnale
definite in timp continuu, utilizate recvent

Este obligatorie specificarea pentru transformata Laplace, in fiecare caz.
Dupa cum se observa din t é:amsta transformate Laplace care au aceeasi
expresie analitica, dar se Ie “definite Tn timp continuu, la care corespund
acestea, sunt diferite. Diferite sunt, in aceste cazuri, si RC-urile.

v
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xit) X
air) 1 T
wit) 1 Re{s} =0
Re{.\} =0
Rc{\} =10
Refs} < 0
Ile{\} = —a
Re{s} < —a
Re{s} > —a

REZOLVARE: Petal—1) | i fpRels) < —a

3] ne

—it| —r)

APLICATIA1 o

ey

Sa se determine transformata Laplace pentru x(t) = u(t — 1). —& (1)
e ")

GERTE.

|cos g Jur 1 )

1
'A

Din tabelul de transformate Laplace uzuale stim ca [simoage]er(r)

Je™ cosugr|a(r)

s} =0
Tly o Re{s} = —a
u(t) « - pentru Re(s) = 0. [ sim vy ) Re{s} > —a

Folosind proprietatea de deplasare in domeniul timp a transformatei Laplace #o @\tme
1
x(t)=u(t—1) '—H‘E’(S) = e~% . —, pentru Re(s)
s

Prin urmare:

Xis)= ET, pentru Re(s) >&/®.‘

Sa se determine transformata Laplace pentru
x(t% u(t—1)
REZOLVARE: ’
Mergem la tabelul de transf e Laplace uzuale. Observam ca

TL
u <—>§,pentru Re(s) > 0.

Folosind proprietate B&eplasare n domeniul timp a transformatei Laplace
vom obtine: %‘

TL 1
\@ =u(t—1)eX(s)=e"* -;,pentru Re(s) > 0.

Prin urma
¥ =
@ X(s) = —, pentru Re(s) > 0.
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xir) Xis) RC

air) | 5
uir) 1 Refs} =0
—(—r) 1 Ref{s} <=0
APLICATIA 2 | & |
’ 1" —r) 2 | Refs}<o
—il - —
53 se determine transformata Laplace a convoluliei semnalelor definite in timp ‘ I"”' _ 3 1:": ‘i "
. —e M —r) = els —a
continuu. e () =iy | Refs} > —a
x(t) = sin(3t) - ult) =" "l —1) — Ref{s} < —a
Jeas axge]u(r) 0
xa(t) =t -ult) '.'
|simagf|ulr] ]
REZOLVARE: e~ cosant]if§ -a
Din tabelul de transformate Laplace uzuale avem cé [e™ sin g (M) —a
() = sind30) - u(t) Hr (8] = : 3 pentru fe(s) = 0 %
Xalt) = - ult) E.i’a,{s] = i.: Jpentru Rels) = 0 \
Utilizénd proprietatea convolutiei In domeniul timp a transformatei Laplace obtinem

o o _ 3 1 3
1) = (xy + 220000 = X(s) = X () Xz(5) = Fra st sy
pentru {Re(s) = 0} n{Re(s) > 0} = {Re(s) =0}

%>

PARFIN BERCOS  SEMMALE B 36T €

Sa se determine transformata Laplacé.a convolutiei semnalelor definite Tn timp
continuu
x&g),: sin(3t) - u(t)

(t) =t - u(t)

REZOLVARE: O
Din tabelul de transfor aplace uzuale avem ca
TL 3
x1(t) —gs) t) - u(t) oX.(s) —fzm,pentru Re(s) >0
TL
t) =t -u(t) oX,(s) = ﬁ,pentru Re(s) >0
Utilizand tatea convolutiei in domeniul timp a transformatei Laplace

obt,int%
TL 3 1 3
X = (x1xx2)(t) © X(s) =X1(5) - X5(s) = s2+9 ? = s2(s2+9)’

pentru {Re(s) > 0 } Nn{Re(s) >0} ={Re(s) >0}
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APLICATIA 3

Sa se determine transformata Laplace pentru

REZOLVARE:

x(t) =

Din tabelul de transformate Laplace uzuale avem ca

Prin urmare:

REZOLVARE:

Din tabelul de transformaé

6(t) <—> 1, pentru orice s.

TL
&(t) + 1, pentru orice s.
Folosind proprietatea de derivare in domeniul timp a transformatei Lapl

di(e) v

x(t)=——

Folosind proprietat

vom obtine:

Prin w&@

Ny

%

x(t) =

dt

X(s) = s, pentru orice 5.

X{s) = 5+ 1, pentru orice s.

Iace uzuale avem ca

dei(r,)

xlr)

Gir)
wir)
—ut|—i)
*urlr)
=t"ul—1)
e uir)
—e“"u{—1)
e ()
=" "l —1)
Jeos oxt]n(r)
[sin et |uir)

&= cos anar]u

“ g wf| (N

|
ot | g

@@.m

derivare in domeniul timp a transformatei Laplace

dé(t) TL

—(—)

X(s) = s, pentru orice s.

X(s) = s - 1,pentru orice s.
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APLICATIA 4

Tinand cont de faptul ca
1
_ztu(t] 4—}—2 . pentru Re(s) > -2, @
determinati transformata Laplace X a functiei @
x(t) = te 2 u(t). @

REZOLVARE: &
Falosind proprietatea de derivare in domeniul Laplace, obtinem \%

x(t) = te *fu(t) HX(s) = _ai(s j_ 2) pentru R@ -2

Vom obtine: \

df1\_ d o p, ool _ )
X[:S)——E(?)——E(b-l- )] —[—1)[—1){s+@— m,penrru Re(s) = —2.

Tindnd cont de faptul ca Q/
TL
e 2ty(t) H%pentru Re(s) > -2,
determinati transformata La @9 X a functiei
x(t) = te 2tu(t).

REZOLVARE C)
Folosind proprietate E&erivare in domeniul Laplace si cea de liniaritate,
obtinem %‘

d

x(t@e??ztu(t) Sx = (ﬁ) pentru Re(s) > —2.
Vom obt

1 d N _
N\ (s)-—g(ﬁz)——%(sn) L= (D (-D(s +2)2

————+5,pentru Re(s) > —2.

(s+2)
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vt) Xis) 13
air) 1 5

ulr) ) Refs} =0

—itl—1) - Refs} <0

e 25 | Refs}=0

A P LI CATI A 5 ="ul =1} Lr Refs} =0
- e "ur) o Re{s) > —a
Sa se determine transformata Laplace X pentru —e 1) + Rels} = —a
e ulr) ._:|"+" Refs) = —a
x(t) = _l':w e~ T sin(T)u(r)dr. —1"e ™ () il Re(s} < —a

o g Jur(r ) Rels} =0

R EZO I—UAR E . [sim sy ) Refs} =0

Din tabelul de transformate Laplace uzuale avem ca e~ 'L‘\.a-.m||!|1rr : Rels} > —a

TL 1 o It )
_2: sj]].(r;] u(t) m pentm Re(sj = =2 | '\Ill }_‘—:F:E Re{s} = —a
Folosind proprletatea integrarii in domeniul timp pentru transformata Laplace, vor% ecd

x(t) = IE-ZT sin(ru(r)dr -—> X(s)= ; [_'_;T pentru {Re{s‘)% n{Re(s) = 0}

=m

Prin urmare %\
1
X(s)= s(s? +4s +5) -pentru Rc%

Sa se determine transformata Laplac@entru

x(8) %f “2 in(Du(x) dr.
REZOLVARE: O
Din tabelul de transfor aplace uzuale avem ca
~at ©G—1  pentruRe(s) > —2
e yu (s+2)2+1,pen ru Re(s .

Folosind propri &\ integrarii Tn domeniul timp pentru transformata Laplace,
vom deduc

t
@?\x(t) = fe‘zrsin(r)u(r) dt S X(s)

1 1
=< .m,pentru {Re(s) > =2} n{Re(s) > 0}.
Prin urmare
1
X(s) = ,pentru Re(s) > 0.

s(s?+4s+5)
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Everything will be ok
in the end.
If it's not ok, <,®Q/
8 AV
it's not the end. %
o
o
*
I%@
$°
S
QO
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