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FILTRELE TRECE-SUS SI TRECE-BAN VARIANTA IDEALA.
UTILIZAREA FILTRARII Tg?'iOS LA DEMODULAREA

UNUI SERQ L MODULAT SINUSOIDAL.
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SLIDE 1 Q/?‘

n procesarea semnalului digital, p iBa de procesare poate fi, desigur, orice
algoritm arbitrar. Daca ne conc r([gﬁ insa, pe clasa asa-numitelor sisteme
digitale liniare invariante in tirq/ DLIT), vom schimba generalitatea maxima
cu un cadru matematic fo?é,puternic, care ne permite sa garantam anumite
rezultate privind proprietatile si stabilitatea prelucrarii.

lata care este cont,in%u{ cursului de astazi.
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UN BLOC GENERICPENTRU
PROCESAREA SEMNALELOR IN TIMP DISCRET

x[n] H yln]

y[n] = H{x[n]}

SLIDE 2

Totul incepe in domeniul timpului..,

In general, cand vorbim despre grocesarea semnalului, ne imaginam o situatie
in care avem un semnal de intrare, x[n], un semnal de iesire, y[n], produs de
un fel de black-box (cutie n€agra) care transforma semnalul de intrare in cel
de iesire.

Putem scrie relatia .intrare-iesire, matematic, astfel: y[n] este egal cu un
operator H aplicatisemnalului de intrare x[n].

Deja cand desenam aceastda schema bloc facem anumite presupuneri cu
privire la strugturarea prelucrarii, in sensul ca avem un sistem cu o singura
intrare si 0¥singura iesire. Ne-am putea imagina, insa, un sistem cu intrari
multiple;si/Sau iesiri multiple. Dar chiar si cu aceste limitari, posibilitatile pentru
ceeasee intra in aceasta cutie neagra sunt aproape nelimitate.

Daea nu impunem anumite conditii tipului de procesare care are loc, nu vom
putea spune nimic semnificativ despre operatia in sine.




LINIARITATEA— O PRIMA CONDITIE

Q..
@/o
?\/
H{axln] + Brlnl} = a Hpalnl} + 5 H k)

e
SLIDE 3 Q.<</
Prima cerinta pe care o impunem Qﬁ?@ea unui sistem este liniaritatea.
Aceasta inseamna ca daca §y doua semnale de intrare si ludm o
combinatie liniara a acestor@/ tunci iesirea obtinutd este chiar combinatia

liniara a semnalelor de iesif€.Care s-ar obtine separat, prin prelucrarea fiecarei
secvente de intrare in independent.
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INVARIANTA IN TIMP — A DOUA CONDITIE

Q..
&
A\
el =H{xlnl) = H{xln—rol} = vin <@

&
O\Q\

v

SLIDE 4 Q/v

A doua cerinta pe care o impuneQ&Spozitivului de procesare este invarianta
n timp. O

Invarianta in timp, in termeni dihali, inseamna pur si simplu ca sistemul se va
comporta intotdeauna er?_{Gn acelasi mod, independent de momentul in care
se da startul procesarii.

Matematic, insa, ayem ca daca y[n] este iesirea sistemului, atunci cand
intrarea este x[n], a vom pune o versiune intarziata a acestui semnal pe
intrare, x[n—n,J;.ceea ce vom obtine pe iesire este exact acelasi semnal, la
care ne agﬁ , dar intarziat cu n,, adica y[n—n,).
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SISTEM DISCRET LINIAR INVARIANT TN TIMP (SDLIT)

xln] # ylnl o

e
SLIDE 5 ﬁg/
Deci, care sunt ingredientele care n descrierea unui sistem discret liniar
si invariant in timp (SDLIT)? Eiy*bine, ele sunt numai ingrediente liniare.
Adunarea, care este o oper% liniara, impreuna cu inmultirea cu scalari, o
alta operatie liniara si, res v, intarzierea in timp.

@ Watermarkly



CAUZALITATE

y[n] = H(x[n], x[n — 1],x[n = 2],...,y[n — 1], y[n — 2], 5.)

unde operatorul H(-) este liniar

SLIDE 6

O altad cerinta, care nu este obligatorie, dar are consistenta daca vreti sa
utilizati sistemul cu variatie liniard n timp Tn timp real, este cauzalitatea
sistemului.

Prin asta intelegem ca sistemul poate avea acces doar la valorile de intrare
din prezent si trecut si, réspectiv, la valorile de iesire din trecut.

In acest caz, puteti scrie relatia intrare-iesire dupa cum urmeaza: iesirea este
o functionala liniard-a valorii prezente si a valorilor trecute ale intrarii, si,
respectiv, a valotilor trecute ale iesirii.




FUNCTIA PONDERE h[n] A UNUISDLIT ESTE
RASPUNSUL SISTEMULUI LA SEMNALUL DELTA &[n] TN TIMP DISCRET

Important: functia pondere h[n] se mai numeste si raspunsul sistemului la impulsul §[n]

®
N/
hln] = H{8[n]} v\g/

Rezultat fundamental: %Q/
Functia pondere, h[n], a unui SDLIT caracterizeaza complet &fﬁportamentul sistemului

A\
0@?‘

Jo)
vv
SLIDE 7 &

Raspunsul la impuls al unui SD ?‘este considerat semnalul de iesire al
acestuia atunci cand la intrare&g lica semnalul delta in timp discret, &[n].
Se mai foloseste pentru réspL{/ si denumirea de functie pondere a sistemului.
Un rezultat fundament Qtfabile$te ca functia pondere (sau raspunsul la
impuls) al unui SDLIT ca@ terizeaza pe deplin comportamentul acestuia.

@)
&
&

@?‘

@ Watermarkly



Sa argumentam folosind un...
EXEMPLU

h[n] x[n]

o - N w »
T T T

ale ,H“ITTTH,..’ T k@?

U
-3 0 3 6 9 12 15 —21012%45

h[n] = a" u[n] x[n] 4 : : :

in rest

V

v

SLIDE 8

Sa argumentam, cu un exemplu, ?é stau lucrurile asa.

Sa presupunem ca avem un S &I ca raspunsul sistemului la impulsul delta
in  timp discret, este secventa data de exponentiala
descrescatoare h[n] = « @‘/unde la] < 1.
Acum, dorim sa folosi <ZEst sistem pentru a prelucra o secventa arbitrara,
x[n], care, In acest emplu este pur si simplu o secventa avand esantioane
nenule doar in tra@%cte respectiv secven’;a din slide.

O
o
N
&

@ Watermarkly



Calculam raspunsul:

» x[n] = 24[n] + 35[n — 1] + [n — 2]

» Cunoastem functia pondere: h[n] = H{é[n]}; OQ.‘

» Calculam y[n] = H{x[n]} exploatand liniariatatea si invarianta in timp Q>/
?\/

y[n] = H{26[n] + 36[n — 1] + 4[n — 2]} @
&

= 2H{é[n]} + 3H{d[n — 1]} + H{d[n

/{%ﬂ(d h[n], cunoastem deci si y[n]
= 2h[n] + 3h[n — 1] + h[n — ZkCQ

SLIDE 9 <</?~

Este simplu de scris semnalul &?are X[n], cu ajutorul secventei delta in
timp discret §[n]: urmariti primu (?H

Cunoastem functia pondere temului, adica raspunsul acestuia la impulsul
delta: al doilea rand. E e exponentiala descrescatoare, asa cum am
stabilit.

Haideti s& urmari slide.
Rezultatul care tine ne arata ca daca il stim pe h[n], iar noi il stim, atunci
il stim si pe %)

g
g\v

Exploatand Iiniaritat%% si invarianta in timp a sistemului, 1l putem scrie pe y[n].

@ Watermarkly



Reprezentarea grafica a raspunsului

3t 2hr] 3|

SLIDE 10 Qg/v

Putem vizualiza rezultatele grafic. ?‘
Primul termen al sumei, al doi;?%frmen al sumei, al treilea termen al sumei

si, in final, rezultatul obtjnut&/ sumarea celor trei.

@ Watermarkly
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CONVOLUTIA:

Stim cd, intotdeauna, putem scrie:

o0

x[n]= > x[k]d[n— K]

k=-—00

Exploatand liniaritatea sistemului si invarianta sa in timp vom obtiné;

o0

ylnl= Y x{klh[n— K]

k=-—00

= x[n] = h[n]

SLIDE 11

In general, amintiti-vd ca putem scrie intotdeauna x[n] ca pe o suma dupa
indexul k, care merge de la minus infinit la plus infinit, dintr-o secventa de delte
intarziate in timp si scalate de valorile secventei in sine la fiecare moment.
Acum chiar vedem utilitaiea acestei reprezentari deoarece, prin liniaritate si
invariantad n timp, putefnexprima rezultatul cules pe iesirea sistemului ca
suma dupa k, care pleaca de la minus

infinit la plus infinit; de“valori ale secventei de intrare Tn produs cu raspunsul la
impuls, inversatfotimp si intarziat cu n.

Aceasta suma;-de aici, este atat de importanta in procesarea semnalelor incat
isi primestepropriul nume si se numeste convolutia secventelor x[n] si h[n], iar
notatia utilizata pentru ea este cea cu asterisc.

11



Calculul algoritmic al convolutiei

o0 JInversarea” timpului pentru h[k]

x|n| x h|n] = x|klh[n — k
[n] * h[n] k;oo [k]h[n — K] @Q‘
Ingredientele utilizate:  Reteta: I I.

= Prima secventd x[k] » Inversarea” timpului pentru h[k] — h[—k] h &[_k]
= Adoua secventa » Lafiecare pas n (incepand de la —oo si pana
hlk] la +o0): %
* Se centreazi in nsecventa h[—k] @ 1 [ ‘ ‘
inversata in timp (adica se face o Q/ : -n R
deplasare cu —n) %
* Se calculeaza produsul intre ceea ce s-a, Vr[_k] = hn—k] = h[—(k —n)]

obtinut si secventa de intrare: ?\
x[k]h[n — k] N/
Se poate calcula, acum, produsul scaﬂ?
adica convolutia. CQ\
o)
v
SLIDE 12 %
Convolutia este, de fapt, o formulg ritmica pentru a calcula rezultatul de pe

iesirea SDLIT. O

Ingredientele utilizate sunt: Q\}écvent,é de intrare x[k] si o a doua secventa,

h[K]. &

Reteta utilizata pentru CQ:%Tpresupune urmatorii pasi:

* in primul rand, inversam in timp raspunsul la impuls

* apoi, la fiecare » de la minus infinit la plus infinit, centram n esantionul
curent n ras ul la impuls inversat in timp, adica deplasam raspunsul in
timp inver u(-n)

- in final,.éalculdm produsul scalar dintre ce s-a obtinut si secventa de intrare

X[k 5

Pe urq?g?emplu concret vom intelege mult mai bine algoritmul descris.

@ Watermarkly
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Acelasi exemplu, o alta perspectiva
h[n] x[n]
N . 4 OQ-
3t @,
2'F N
it R
oleeetll] ITTIT??QQ? o1 I -%\Y
-3 0 3 6 9 12 15 —2—1012%45
a¥nm
h[n] = a" u[n] x[n]= ! et
évs 0 inrest
A
?sv
SLIDE 13 <</

Sa urmarim totul grafic, folosind Q?Iz@i exemplu pe care |-am folosit si mai

Tnainte. O
D
NS
Qg

4

@ Watermarkly
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o0

Aplicarea algoritmului descris ~ xa«hinl= 3= xlklhin -4

k=—00

SLIDE 14

Punem cele trei semnale implicate pe o diagrama precum cea din figura. Avem secventa de
intrare x[K] deasupra.

Avem h[n-Kk], ca raspunsul la impuls cu-timpul inversat si intarzierea, pe al doilea panou.

Si, in final, avem produsul scalar dintre-Cele doua secvente.

Deci, la fiecare pas, asa cum,am spus, fixam raspunsul la impuls inversat in timp pe
esantionul curent. Sa incepemyeun=-4 si sa calculam produsul scalar.

Deoarece semnalul, din exemplul nostru, este nenul doar intre 0 si 2, pana la 0, in principiu,
nu se intdmpla nimic, iarprodusul scalar este 0.

Putem vedea ca a fost0,pentru toate valorile dinainte de -4, si va continua sa fie 0 pana cand
ajungem la n=0. In.&cel moment, incepem s& avem o suprapunere intre cele doua secvente,
iar produsul scalarat va mai fi 0.

La primul pas,©are conteaza, va fi egal cu produsul dintre esantionul din h[n-k], care este egal
cu 1, si esantionul din x[k], care este egal cu 2. Deci, suma totala va fi egala cu:
0+0+...+032=2.

Mai avansam un pas si vedem ca suprapunerea implicd acum doua puncte, la 0 si la 1.
Calculam produsele si, apoi, suma lor si obtinem al doilea punct relevant din secventa noastra
de iesire.

La al treilea pas, vom implica, Tn sféarsit, toate cele trei puncte reprezentative din secventa de
intrare, de la 0, 1 si 2. Calculam produsele si suma si obtinem al treilea esantion nenul de
iesire.

lar procesul continua spre infinit ih acest mod.

Acum, deoarece raspunsul la impuls este o secventd nenuld infinitd, de acum finainte
suprapunerea pe cele trei esantioane raméane si conteaza, iar produsul scalar va fi
intotdeauna diferit de zero, rezultand o iesire care va continua sa fie diferitda de zero pentru
totdeauna.

14



Proprietatile convolutiei

» Liniaritate si invariantain timp

» Comutativitate (x * h)[n] = (h* x)[n]

» Asociativitate pentru secventele care sunt, simultan, absolut sumabile si de patrat sumabil
((x * h) * w)[n] = (x * (h = w))[n]

x[n]

h[n]

w(n]

— y[n]

x[n] ——

(h* w)[n]

— yIn]

SLIDE 15

Sa trecem 1n revista principalele proprietati ale convolutiei.

Convolutia este, desigur, liniatd si invariantd in timp, deoarece descrie o

operatie liniara si invariabila in timp.

De asemenea, ea este gomutativa, ceea ce inseamna ca daca aveti doua
sisteme in cascada, le(puteti inversa in siguranta, iar rezultatul nu se va

schimba.

Pentru secvente absolut sumabile si de patrat sumabil, convolutia este si
asociativa, ceeace inseamna ca daca aveti un sistem in cascada, puteti grupa
efectul ntr-up>singur sistem, al carui raspuns la impuls este convolutia

raspunsurilotla impuls individuale.

15



Care este raspunsul SDLIT
la exponentiala complexa e/ 0™ ?

y[n] = €/“°" x h[n]

= h[n] % e/*0"
o0
_ th—k)
o = ) = k_Z: h[k]ef“’U
. w .
= g% " hlk]ejwok
k=—00
AN H(ejwo) ejwon
SLIDE 16

Sa urmarim ce se intdmpla daca pentru un sistem digital liniar si invariant in
timp, A, folosim ca semnal de.igtrare o exponentialda complexa, de frecventa
cunoscuta wg. Ei bine, haideti $& scriem convolutia.

Exploatdm faptul ca& cofivelutia este comutativa si schimbam ordinea
termenilor din produsul ge"convolutie. Scriem Tn mod explicit suma prin care
se defineste operatia. de convolutie. Dupa efectuarea produselor la exponent,
putem scoate din/suma termenul constant, care nu depinde de k. Suma
ramasa este, insa) chiar DTFT-ul raspunsului sistemului la impuls, calculat Tn
wy, Notat de neicu H(e/®o).

Retineti. Q“sécventa vector propriu este o secventd care, atunci cand este
introdusaxintr-un sistem discret liniar si invariant in timp, se returneaza
secventa in sine, inmultitad cu un factor de scalare.

Estel'si cazul exponentialei complexe, considerata de noi. In cazul nostru,
factorul de scalare se intdmpla sa fie valoarea DTFT a raspunsului la impuls,
pentru frecventa exponentialei de intrare.

16



Doua concluzii:

&
({>/O

?\/
= Exponentialele complexe in timp discret sunt vectori proprii pentru SDLIT, adica semnal@te la care forma
nu se schimba la trecerea prin sistem. Prin urmare, un SDLIT nu poate schimba frecve?/ nalelor sinusoidale
in timp discret.
= DTFT{h[n]} = H(e/*°) determini complet frecventa caracteristicd a unui SDLIT?‘
I

?\
&
<\\®

eonn H H(eln) efvon

v

e
SLIDE 17 Q.<</
Prima concluzie rezultata este ca '&émul discret liniar si invariant in timp nu
va modifica frecventa unei intra i(sgasoidale in timp discret.
A doua concluzie este ca D'{/ ul raspunsului la impuls determina pe deplin
frecventa caracteristica a Q’é(emului pentru o frecventa data.

@ Watermarkly
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Amplitudinea si faza lui
DTFT{h[n]} = H(e/*?)

Daca H(e/*0) = Ae/?, atunci

H{ejwon} — Aej(won-i-a)

Amplitudinea Deplasaredfgrei

- amplificare (A > 1) - intarzigre (0 < 0)

- atenuare (0<A<1I) -avans{(@ > 0)
SLIDE 18

Sa examinam ce se intdmpla atunei'\cand procesam o exponentiald complexa

folosind un sistem discret liniar si_invariant in timp.

Scriem DTFT-ul raspunsului k[n] la impuls al sistemului, sub forma H(e/®0) =

Ae’?, unde A este un numar&eal pozitiv, iar 8 este un unghi intre - si 7.

Avem apoi ca exponentiala complexa procesata este exponentiala complexa
initiala, care a fost sealatd cu amplitudinea A si a fost intarziatd sau avansata

printr-un termen dé faza 6.

Acum, daca A este mai mare decat 1, atunci avem o amplificare. Daca A este

mai mic de 1, Satunci avem o atenuare.

Referindu<né“la deplasarea fazei, daca 6 este mai mare de 0, atunci avem

avans, ars atunci cand este mai mic decat 0, avem o ntarziere.

18



TEOREMA CONVOLUTIELI:

* Raspunde la intrebarea: DTFT {x[n] * h[n]} =7

oo

- > x[klh[n — K]e7n

nN=—00 k=~ %
- N
éo

9% . o
= Y > x{klhln — kle~inK) gmiwk

n=-00 k=—00

DTFT {x[n]  h[n]} = _Z (x * h)[n]e~d=n Q>/
= ?\/

= 3 ke 3 hin keIt

k=—00 n=—o00 \/
= H(e*) X(e*) év
O

v

SLIDE 19 Qg/
Teorema convolutiei, rezultat fo &rmportant, ne raspunde la intrebarea din
slide: cine este DTFT-ul convo\%(f@' dintre semnalul de intrare si raspunsul la

impuls? )
Pentru prima linie aplicam definitia DTFT.
A doua linie se obtine T ind, cu ajutorul relatiei de definitie a convolutiei, pe

(x * h)[n]. Tindnd contca: n = n -k + k, la exponent, rezultd imediat a treia
linie. Se inverseaza cele doua sume si se scoate in fata celei de a doua sume
x[k]e= 7@k, Se obtine imediat produsul dintre DTFT-ul raspunsului la impuls al
sistemului si -ul secventei de intrare.

3
N
&

@ Watermarkly
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Retineti ca, pentru un SDLIT:

@)
Folosind definitia convolutiei, in timp discret vom obtine: Qr\/
y[n] = Ei=—e x[k]h[n — k] = x[n]  h[n] = h[n] * x[n] = Ei=—e = x[k]A[ Nk

comutativitatea convoluti
Folosind teorema convolutiei, in frecventa vom obtine: é
DTFT{y[n]} = DTFT{x[n] * h[n]} = DTFT{x[n]} - DTFT{h[n]} = X(e/*) - )=H(e/®) - X(e/®)
9
i
Qﬁ\?“
o)

v

v
SLIDE 20 Q/

Sunt importante de retinut cele do@bservat,ii din slide.
QO
&

4

@ Watermarkly
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Filtru Tn timp discret (filtru numeric, filtru digital)
=SDLIT
o3
A
Vom asimila, Tn cele ce urmeaza, un filtru in timp discret (qdiga filtru
numeric sau filtru digital) cu un sistem discret liniar invaria timp, cu
ajutorul caruia o secventa discreta de intrare va fi transf% a (printr-un
algoritm numeric) intr-o secventa (filtrata) de iesire. S
e
3
é?“
0\0
?sv
SLIDE 21 Q{(/

Dam definitia filtrului numeric, asir@??du-l cu un SDLIT.
\)O
&
&

4

@ Watermarkly
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Clasificarea filtrelor functie de raspunsul lor

tn timp discret la impulsul §[n]

X

\
WQ/

* Finite Impulse Response — FIR: cu raspuns finit la impuls

* Infinite Impulse Response — lIR: cu raspuns infinit la im@ﬂ}
* Cauzale <<,

* Necauzale 9

¥
W
Q
0\0
SLIDE 22 %

In functie de forma raspunsului
apartinand uneia dintre urmat
Avem

filtre cu raspuns finit la i Ys sau FIR, pe scurt,

avem filtre cu raspun init la impuls sau IR,

avem filtre cauzale si
avem filtre noncay le (sau necauzale).

O
o
R
@?‘

@ Watermarkly

?ﬁpuls a unui filtru, 11 putem eticheta ca
o&l categorii.
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Filtrele de tip FIR

. . N . O
= Raspunsul la impuls al filtrului este de suport finit gé\/

= Numai un numar finit de esantioane ale semnalului de intrare
implicate in calculul fiecarui esantion al raspunsului $

)
e

&
<\\0\

v

?»
SLIDE 23 <</

Filtrele FIR au un raspuns la mpu%&'un suport finit. Din aceasta cauza si din
cauza modului in care se calcg§; suma de convolutie, doar un numar finit
de esantioane ale semnalului\/ trare este implicat in calculul fiecarui
esantion de iesire. Q‘

<

@ Watermarkly
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EXEMPLU DE FILTRU NUMERIC FIR:

Filtrul cu mediere mobila

Raspunsul filtrului la impuls: Q_

M-t Q
ol = o 3" 8ln— K] ymL Q>>
k=0 \/
‘ HH“@“
e
V?\
é?“
O
SLIDE 24 Q’v
Un exemplu tipic de filtru FIR es RTtruI cu mediere mobila din slide, la care
numai M esantioane sunt diferi&s(tg‘zero.
%l
/QQ~
&
S
Q
N

@ Watermarkly
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Filtrele de tip lIR

= Raspunsul la impuls al filtrului este de suport infinit A
= Un numar infinit de esantioane ale semnalului de intrare potv‘ymplicate
in calculul fiecarui esantion al raspunsului
= Surprinzator, insd, in multe cazuri calculul pentru fi@ esantion de
iesire poate fi realizat intr-un numar finit de pasi %)
¥

W
)
o)

v

e
SLIDE 25 Q.<</
Pe de alta parte, filtrele IR au un %ort infinit pentru raspunsul lor la impuls.
Asadar, este posibil, dar nu ob '@?&riu, ca un numar infinit de esantioane ale
semnalului de intrare sa fie imv' ate in calculul fiecarui esantion de iesire.

Cu toate acestea, poate od surprinzator, in multe cazuri putem calcula
fiecare esantion de iesice intr-o perioada finitd de timp, adica intr-un numar
finit de pasi. 0_),

@)
&
&

&
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EXEMPLU DE FILTRU NUMERIC IIR:
Filtrul leacky integrator
Raspunsul filtrului la impuls: h[n] = (1 = A)A" u[n]
P P OQ-
<
1-a} ?}/
I >
" | “HNN”TTTT”"??’:?'?
&
O
SLIDE 26 ng"
De exemplu, pentru filtrul IR Izaégéxemplu in figura, putem calcula fiecare
esantion de iesire cu doar trei o tii
ol
/QQ.
&
S
Q
N
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CAUZALvs NECAUZAL

= Cauzal:
= Raspunsul la impuls al filtrului este zero pentru toate valorile n <

O T
= Numai esantioanele anterioare celui curent de pe intrare sunt l'-l

implicate in calculul esantionului de iesire pentru acel moment o Ll
= Filtrele cauzale pot functiona ,on line”, adica in timp real, din

moment ce ele tin cont numai de esantioanele precedente

= Noncauzal:
= Raspunsul la impuls al filtrului este nenul pentru anumite valori
(sau chiar pentru toate valorile) n < 0 H

= Poate fi implementat numai in mod , offline”, adica nu in tinp
real (respectiv numai atunci cdnd toate datele sunt disponibile, 0
fiind stocate, cum este cazul la procesarea unor Jimagi
inregistrate)

SLIDE 27

Se spune ca un filtru este cauzal daca raspunsul sau la impuls este zero, pentru orice n
mai mic decat zero.

Acum, daca va amintiti cum estescalculat fiecare esantion al convolutiei, calculul implica
inversarea in timp a raspunsuluiMa impuls fnainte de multiplicarea cu intrarea. Aceasta
inseamna ca numai valorile‘precedente ale intrarii sunt implicate Tn calculul rezultatului
de pe iesire.

Filtrul cauzal, din cauza-dependentei numai de trecut, poate functiona online, poate lucra
in timp real.

Un exemplu de_filtrtt cauzal este cel cu mediere mobila cu raspunsul la impuls dat Tn
figura.

Un filtru non*Cauzal, pe de alta parte, este un filtru al carui raspuns la impuls este nenul
pentru cel’putin o valoare negativa a indicelui n. Cu alte cuvinte, avand in vedere ca se
face inversarea timpului pentru raspunsul la impuls, filtrele non-cauzale vor avea nevoie
de.g$antioane din viitor pentru a putea calcula valoarea lor curentd de iesire. Ca atare,
ele pot, desigur, sa nu functioneze in timp real. Dar exista aplicatii in care ,viitorul” este,
totusi, disponibil intr-un proces, respectiv atunci cand faci prelucrare de date disponibile
in prealabil. Un astfel de caz este cazul prelucrarii imaginilor, in care intreaga imagine
este disponibila pentru procesare inca nainte de a incepe.

Un exemplu de filtru numeric necauzal este cel din figura, care corespunde tot filtrului cu
mediere mobila, la care raspunsul la impuls este centrat in O.
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STABILITATE

BIBO - stabilitate (Bounded Input Bounded Output) :

Cand semnalul de intrare este unul marginit, atunci si semnalul de iesire@ge
unul marginit, respectiv: Q>/

A%
|x[n]| < M, pentru (V)n,cuM € R,M > 0 = |y[n]| < L, pentru (V)&@YE R,L>0
B>
e

&
O\Q\

v

e
SLIDE 28 Q.<</
Sa vorbim acum despre stabilitat %Iabilitatea este importanta pentru ca ea
ne garanteaza ca sistemul nu @%mporté intr-un mod total neasteptat, atata
timp cat intrarea in sistem\‘; un comportament normal. In procesarea
semnalelor, faptul ca intr@zse comporta ,normal” este asimilat cu acela ca

ea este una marginita. TlQa est sens definim BIBO — stabilitatea unui sistem.
4
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TEOREMA FUNDAMENTALA
A BIBO - STABILITATII UNUI FILTRU

&
({>/O

Un filtru este BIBO - stabil daca si numai daca raspunsul s Ma impuls
(functia sa pondere) este o secventa in timp discret abso{l(/ mabila.

W X

&
O\Q\

v

v
SLIDE 29 <</

Urmeaza acum un rezultat foartqziﬁ'portant in ceea ce priveste stabilitatea
unui filtru.

Teorema fundamentala a Bl Oétabilité’gii filtrelor afirma ca un filtru este BIBO-
stabil daca si numai daca unsul sau la impuls este unul absolut sumabil.
Pentru a demonstra acest lucru, vom demonstra atat necesitatea, cat si
suficienta. ’

@)
&
&

&
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Demonstratia teoremei

»n

» =
Presupunem ca: &5
> |x[n]| <M lylnll =| > hlkx[n — k]
k=—00
- Zn'h[n”:L<OO -
< 3 |h[kIx[n — K}
Ardtam ca: “:‘i‘;
> |y[n]] este marginit <M Z [ Y]
k=700
< Mt
SLIDE 30

Demonstratia intr-un sens presuptne ca intrarea este mdérginitd si ca
raspunsul la impuls al filtrului este absolut sumabil. Ceea ce vrem sa

demonstram este ca, in acest Caz, iesirea va fi una marginita.

Sa urmarim mersul demonstratiei. Pe primul rand se tine cont de
comutativitatea convolufiei si de formula sa de definitie. Avem apoi ca:
(modulul sumei) este-mai mic sau egal cu (suma modulelor). Conform ipotezei,
intrarea este maximizata de valoarea constanta M, pe care o putem scoate in
fata sumei. Tinahd, acum, cont de faptul ca raspunsul la impuls este absolut
sumabil, confefm ipotezei, suma este si ea marginita de valoarea constanta L,

iar rezultatukeste, apoi, imediat.
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”n
2

Presupunem, prin absurd, ca are loc:

2 |hln)| = oo

Presupunem ca:

> |x[n]| <M . e wli]= +1 pt h[-n] >0
—1 pt h[-n] <0
> ylnll < P
Evident x[n] este marginit
cox x CONTRADICTIE CU
Aratam ca: » Obtinem: IPOTEZA INITIALA:
» h[n]  -secventd o0 oo WY ML
absolut sumabil3 y[0] = (xxh)[0] = > G-kl = D |h[K]| =00
k=z#0% k=—o00
SLIDE 31

Demonstratia in celalalt sens pornesté de la ipoteza ca intrarea gi iesirea sunt
ambele marginite si aratam ca(raspunsul la impuls al filtrului este absolut
sumaubil.

Procedam prin metoda reddcerii la absurd si presupunem ca raspunsul la
impuls al sistemului ny)este absolut sumabil, chiar daca sunt indeplinite
conditiile ipotezei.

Se ia un caz particutar de semnal de intrare (cel din slide), care este unul
evident marginit,'\din moment ce el ia numai doua valori: +1 si -1.

Calculand iesirea pentru n=0 se obtine un rezultat infinit, ceea ce inseamna ca
se contrazice’ipoteza initiala, ca iesirea este marginita.
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0Qo...0, ce veste minunata!

Filtrele FIR sunt intotdeauna stabile. ({>,O
A\
6?‘
<<§\
*

OBSERVATIE: Stabilitatea filtrelor IIR se studiazd prin metode indirecte, ea fiindwi ila Tn anumite conditii.
J

0\0
SLIDE 32 <</
Deci, vestea buna este ca filtre R sunt intotdeauna stabile, deoarece

raspunsul lor la impuls con’ginw umar finit de valori nenule si, prin urmare,
nto

suma valorilor lor absolute v tdeauna una finita.
Pe de alta parte, cand vi rba de filtrele 1IR, in cazul acestora trebuie sa
verificam Tn mod explici bilitatea.

4

@)
&
&

@?‘

@ Watermarkly

32



Clasificarea filtrelor in functie de caracteristicile
raspunsuluiin frecventda DTFT{h[n]} = H(e/®)

Clasificare functie de amplitudine |H(e/*)|: e = [ L) Mediere mobila
= Filtre trece-jos (lowpass) . =

= Filtre trece-sus (highpass) L l

= Filtre trece-banda (bandpass)

w2 [ R

= Filtre trece-tot (allpass)

LR ~%  Leacky integrator
(1-Agbsy) Nsinw

Clasificare functie de fazi 4H(e/*) ' s
= Filtru cu faza liniard =
® Filtru cu faza neliniard

o

H(e) =

|H(e™)

SLIDE 33

Putem clasifica filtrele in functie de-amplitudine Tn patru categorii largi.

Filtrele trece-jos (lowpass) suft)‘filtre care permit frecventelor joase sa
supravietuiasca si omoara orice-altceva.

Filtrele trece-sus (highpass)4ac exact opusul, lasa sa treaca frecventele inalte
si ucid frecventele joase{in special frecventele din jurul lui zero.

Filtrele trece-bandéa (bandpass) lasa doar frecventele dintr-o anumita banda sa
treaca, iar filtrele trece-tot (allpass) sunt filtre pentru care amplitudinea este o
constanta in intréaga banda de frecvente.

Aceasta clasificare reflecta clasificarea semnalelor pe care am prezentat-o
atunci cand-am explicat transformarea Fourier in timp discret DTFT.

De asemernea, putem clasifica filtrele in functie de faza. Acest lucru este mai
putinsfrecvent, dar este important sa stii daca un filtru are o caracteristica de
fazaliniara sau o caracteristica de faza neliniara.

Filtrul cu mediere mobila si, respectiv, filtrul leaky integrator, luate anterior ca
exemple, apartin categoriei filtrelor trece-jos. Ele au un raspuns in frecventa
care este concentrat in jurul originii, dupa cum se si observa.
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Filtrul trece-jos in varianta ideala

wp = 2we

H(e¥)

Banda de trecere
Banda de oprire ) 1 Banda de oprire

- —We 0 We, ™

“Frecventa de taiere

SLIDE 34

Care este, oare, cel mai bun filtru, trece-jos pe care ni-l putem imagina? Ei
bine, dupa cum am spus, un_filiru trece-jos permite frecventelor joase sa
treaca, si atenueaza sau ucide/frecventele inalte. Deci, o versiune ideald a
filtrului trece-jos ar lasa freCventele din banda joasa neatinse si ar atenua
complet, ar ucide compléet, frecventele din banda superioara.

Asadar amplitudinea-ar fi 1, pentru banda de trecere, si 0, pentru ceea ce
numim banda de oprjre.

Pentru a Tmbunatati situatia, am avea nevoie ca raspunsul in amplitudine sa
fie o functie reala, astfel incat filtrul sa aiba faza zero si sa nu introduca nicio
intarziere.

Daca denumim w, - frecventa de taiere, adica frecventa la care raspunsul in
amplitudine trece de la 1 la 0, putem spune ca filtrul ideal trece-jos are o
banda de trecere cu o latime de banda w,;, egala cu de doua ori w,.
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Caracterizarea filtrului trece-jos
in varianta ideala

X
H(ei‘”) - 1 pt || <we (periodicitate mphc@!& 2m)
0 inrest

» Banda de trecere perfect neteda (plata)

» Atenuare infinita in banda de oprire

> Faza zero (nicio deplasare)

e
SLIDE 35 &Sg/
In mod formal, putem scrie réspqu in frecventa al filtrului trece-jos ideal ca
in figura.
Amintiti-vda ca de fiecare ég cand scriem o specificatie ca aceasta,
subintelegem periodicitag%e 2m a raspunsului in frecventa al oricarei
transformate Fourier.
Aceasta inseamna ’f trul trece-jos ideal are o banda de trecere perfect
neteda, identic e u 1. De asemenea, el are atenuare infinita Tn banda de
oprire si, din n%%aza zero (adica nicio deplasare).

g
g\v
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Raspunsul la impuls (functia pondere) in cazul
filtrului trece-jos ideal
h[n] = IDFT { H(e/)}

= .l : H(ejw)eiw"dw we/n

2r J_,

We

I
¥ d=ug o9%e L3k, I { 11y °?%e
7% T T Te

1 ejwcn = e—jwcn

mn 2_/ -20 - iO o lb 20

(=)
-]
3

sinwen
m™n

SLIDE 36

Sa incercam sa calculam raspunsuj @ impuls al filtrului, h[n], din raspunsul In
frecventa, luand transformata Fourier inversa a lui H(e/®).

Putem scrie formula inverseitransformatei Fourier, IDTFT, pe care o stim pe
de rost. intrucat H ia valoaréa zero in banda de oprire, adica pe intervalele de
la w, la  si, respectiv, de'la —m la —w,, limitele de integrare se pot schimba in
—w. Si w,. Intre aceste limite H ia valoarea 1. R&mane sub integralda numai
exponentiala, iar rézyltatul este imediat, daca se tine cont de formula lui Euler
pentru functia sinus.

Daca trasam ‘acest raspuns la impuls, observam ca el are o forma oscilatorie
cunoscuta noua deja.

El esteun raspuns la impuls de suport infinit si, spre deosebire de celelalte
raspunsuri la impuls de suport infinit vazute pana acum, de data aceasta
suportul este infinit atat la dreapta, cat si la stanga. Aceasta este o problema,
deoarece inseamna ca indiferent de modul in care calculdm convolutia, vom
avea intotdeauna un numar infinit de operatii de facut. Asadar, acest filtru
trece-jos nu poate fi implementat in realitate. De aceea il si numim ideal.

O alta problema cu raspunsul la impuls al acestui filtru este ca acesta scade
foarte lent in timp, la fel ca 1/n, de fapt.
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Doua vesti, ambele proaste...

= Raspunsul la impuls al filtrului trece-jos ideal are suport infinit, atat spre —00@t si

spre +co: Q/

* De aceea nu se poate calcula raspunsul intr-un timp finit ?}/
* Acesta este motivul pentru care filtrul se numeste ,ideal” $

= Raspunsul la impuls scade foarte lent in timp %
* De aceea va fi nevoie de un numar foarte mare de ewggne pentru o buna
aproximare

A\
0@?‘

Q\
v
SLIDE 37 Qg/

Avem de dat, asadar, doua vesti...QY“
@)

)
N
&

4
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Forma canonica pentru filtrul trece-jos ideal

_ [ x<1p2 py ) A
rect(x) = {0 x| > 1/2 sinc(x) = {1 X —QQ-
2
QV

N\

N

&
rect(w) LT, . an)

A
v

2we N
& v
N
<\\®

v

v
SLIDE 38 <</

In ciuda deficientelor semnalate QFFUI trece-jos ideal este unul extrem de

important.

In cele ce urmeaza, folosim o‘oha functii speciale pentru a descrie raspunsul

filtrului la impuls si, de as ea, raspunsul sau in frecventa. Ambele ne sunt

deja cunoscute. Funct,ig inc se prelungeste prin continuitate in zero, cu
[

valoarea 1, pentru a fi definita pentru orice argument x real.
Cu aceste notatii exprima filtrul ideal trece-jos sub forma canonica.
&

&
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UN EXEMPLU

we = m/3: H(e) = rect(3w/2x), h[n] = (1/3)sinc(n/3)

&
' <<>’O
>

1/3 he® I
¥
¢ ATS
X

T T

—-30 -20 -10 n ’Q\ 20 0N
<\\®

H(e)

h[n]

v

e
SLIDE 39 Q.<</
latda un exemplu, pentru w.= /3. \%'m 0 caracteristica trece-jos, cu aceasta
frecventa de taiere, iar in domeniul timpului, avem (1/3)sinc(n/3).
Asta inseamna ca fiecare al r‘éea esantion va fi 0, deoarece de fiecare data
cand n este un multiplu al Jui3, argumentul lui sinc va fi un numar intreg.
inca doua observatii, ca nu le mai dam demonstratia:
* Functia sinc nu este absolut sumabila
« In consecinta, uqﬁfu ideal trece-jos nu poate fi BIBO-stabil.

O
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Filtrul trece-sus in varianta ideala

H(e*)

SLIDE 40
Pentru acest filtru, reprezentareane complementara celei din cazul filtrului

trece-jos n varianta ideala. \50
&
&

4
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Caracterizarea filtrului trece-sus
in varianta ideala

Q..
(periodicitate implicita de O
N
”highpass" ) ) @
CHp(E)=1-Hy(e)
pass”
1 We . ,We “’?\W
hhp[n] = 6[n] — ?smc(?n N
S
@)

1 pt 72 |w| > we
0 finrest

N

SLIDE 41 Qg/v

latd cum arata expresia matemati “B‘réspunsului n frecventa al filtrului trece-
sus ideal. Acesta poate fi scris §i functie de raspunsul in frecventd din cazul

Nici raspunsul la impuls J

meniul timpului nu este complicat. El poate fi

filtrului ideal trece-jos, dupa % e poate observa in a doua relatie.

scrie folosind o modifica@ oarte simpla a raspunsului la impuls al filtrului ideal

trece-jos, complementar.
QO%"
D
e
%
&
R\
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Filtrul trece-banda in varianta ideala

1 =
3
K
i’ 2w 2w Qj@

: Te S [ v% 4
0 | . s
=% —Wo 0 wo—w«\ﬁo wotwe T
o
NN

SLIDE 42
Aici este data reprezentarea cores@Zétoare unui filtru trece-banda ideal.
Acest filtru pastreaza frecventele dintr-o banda centratd in w,, de latime

2w,, raspunsul fiind simetric S’k/ partea negativa a spectrului.

<
K
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Obtinerea filtrului trece-banda
in varianta ideala

%l
A%
Q¥
\
e
3
<\?“
\0 W
?\v

SLIDE 43 <</
Putem obtine filtrul de interes prin ularea filtrului trece-jos ideal, folosind o

modulatie (co)sinusoidala. Iati(g m se petrec lucrurile, cu care suntem
oarecum familiarizati. Le Tn% m pe cele doua finale, le scalam inapoi la
amplitudinea unitatii si obti filtrul nostru ideal trece-banda.

@ Watermarkly
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Caracterizarea filtrului trece-banda
in varianta ideala

\/OQ
pr(ei"’) = {1 Pt | = wo| < we (periodicitate implicita de?%gf

0 inrest
R
&

hpp[n] = 2cos(won)%sinc(%n)J e

?\
&
RS

v

v
SLIDE 44 Q/

Acestea sunt expresiile matema %Te raspunsului in frecventa (DTFT-ul) si,
respectiv, n timp discret (adica annsul la impuls al filtrului).

%l
QQ~
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EXEMPLU DE UTILIZARE A OPERATIEI DE FILTRARE:
Ne aducem aminte de reprezentarea DTFT, pentru semnalul
demodulat, pe intervalul [—m, 7], in cazul modulatiei sinusoidale

DTFT {y[n) cosw,n} OQ‘

* Dupa transmitere, putem re%&ra integral
semnalul initial Yy

+ In spectru apar si oua componente

suplimentare, de inal ecventd, care trebuie
/\ eliminate (supri
- 0 ™ v
.)?\
<\\E |

v

?»
SLIDE 45 <</

Va mai aduceti aminte, din &l‘precedent cum arata spectrul dupa
demodulatia semnaIuIU| pentr (u%valul cuprins intre -m si m. Ceea ce era
important pentru noi, si am rem: cat atunci, a fost faptul ca se poate recupera
integral semnalul initial. ﬁar, apareau in spectru si doua componente
suplimentare, de Tnalta f@ entd. Acum stim sa le eliminam.

@)
&
&
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Cum procedam?

v
SLIDE 46 <</

Vom elimina componentele fals ?u usurinta, folosind un filtru trece-jos.
Folosim un filtru trece-jos, cu &venta de taiere w. care este suficient de
mare pentru a include semn prlnC|paI adica semnalul din banda de baza,
cum se mai numeste, dar uf|C|ent de mic pentru a suprima componentele
de inalta frecventa.

Atunci cand facem z?%ta, obtinem din nou semnalul original, fara niciun niciun
fel de ,impuritati”. o~

é()
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AM TERMINAT PENTRU ASTAZI!
SA TRAGEM CATEVA CONCLUZII

Am inceput cursul definind un SDLIT, prin evidentierea\proprietatilor sale:

+ liniaritatea: iesirea in cazul unei combinatii liniake “de intrari este egald cu combinatia
liniara a iesirilor;

* invarianta n timp: sistemul se comporta exagt la fel, independent de momentul in care
este pornit.

Am stabilit ca SDLIT sunt in intregimesgaracterizate prin raspunsul lor la impuls (functia
pondere), notat h[n], adica raspunsuliorta secventa delta d[n].

lesirea unui SDLIT, y[n], poate fi-calculatd prin convolutia semnalului de intrare Xx[n], cu
raspunsul la impuls, h[n].

Am stabilit un rezultat remarcabil: exponentialele complexe sunt secvente proprii ale
SDLIT. Aceasta inseampa-€a atunci cand introducem o exponentialda complexa, la o
frecventa data. intr-un SDLIT, ceea ce obtinem la iesire este o exponentiala complexa de
aceeasi frecventa sidoar amplitudinea si/sau faza sa s-ar fi putut schimba.

O consecinta direCta a acestei proprietati este asa-numita teorema de convolutie: pentru
orice intrare X[R},xDTFT-ul semnalului de iesire este egal cu produsul dintre DTFT-ul intrarii
si DTFT-ul raspunsului la impuls. Acesta din urma se numeste raspunsul in frecventa al
unui SDLK

Pentru avintelege comportamentul SDLIT prin raspunsul in frecventa, este de obicei
realizata descompunerea in

» amplitudine: aflam unde se produce amplificare/atenuare

« faza: da informatii cu privire la intarziere si schimbarea de forma.
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CONTINUARE CONCLUZII...
S| GATA

Am introdus notiunea de filtru numeric (digital, discret).

Am dat o clasificare a filtrelor pe baza raspunsului la impuls: cu raspuns finit la impuls (FIR) si cu
raspuns infinit la impuls (IIR). Am discutat despre o proprietate importanta a filtrelor, Tn domeniul
timpului: cauzalitatea (raspunsul la impuls este zero gentru valori negative ale lui n).

Am definit, de asemenea, notiunea de BIBO - stabilitate (Bounded Input Bounded Output): iesire
marginta cand intrarea este marginita.

Am vazut ca o conditie necesara si suficienta pentru stabilitate este ca raspunsul la impuls sa fie
absolut sumabil. In consecintd, filtrele FIR sunt intotdeauna stabile.

Am continuat cu o clasificare a filtseler bazatd pe raspunsul in frecventa, functie de marimea
amplitudinii acestuia: filtrele trece-j@8, care lasa frecventele joase sa treaca si ucid frecventele inalte,
opusul acestora - filtrele trece:sus si filtrele trece-banda, care lasa sa treaca o anumitd gama de
frecvente si au amplitudine constanta pe toate frecventele.

Am studiat filtrul trece-jos ideal” Raspunsul sau in frecventa este caracterizat de:

* 0 banda de trecere centrata in jurul zero cu frecventa de taiere wc

* 0 atenuare infinita inJbanda de oprire

« fara termen de fazas(alias fara intarziere).

Raspunsul sau coerespunzator la impuls este o functie sinc al carei suport are lungime infinita, catre
minus infinit givplus infinit. Din aceasta cauza, nu este posibila implementarea acestui filtru cu un
numar finit de operatii. Acesta este motivul pentru care numim acest filtru ideal si vom incerca sa
obtinem aproximari cat mai bune.

In plus, din filtrele ideale trece-jos, am derivat filtre ideale de tip trecere-sus si trece-banda.

Am incheiat prin revizuirea problemei demodularii sinusoidale.
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