CURSUL8

FUNCTIA GENERALIZATA (DISTRIBUTIA) DIRAC DELTA.
DTFT S| MODULATIA SINUSOIDALA.
SUMAR AL REZULTATELOR OBTINUTE PENTRU DTFT, DFS S| DFT. OQ.
TRANSFORMATA FOURIER RAPIDA (TFR) — FAST FOURIER TRANSFORM (FFT N/
- Matrici DFT pentru cazuri particulare ale Iuk/
- D/wde etl a

- Dia&né- fluture
- Analiza reducerii numarului Qg: thilor efectuate

SLIDE 1

lata care este continutul cursului de a 2&“ In prima parte vom continua si vom
finaliza tot ce tine de DTFT, iar in %@ doua ne vom ocupa de transformata
Fourier rapida.
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DTFT vs DFT

Tn anumite privinte, se aseaméana:

» DFT {§[n]} =1
» DTFT {4[n]} = (ef", d[n]) = 1

in altele, nu:
» DFT {1} = N6[K]

» DTFT{1} =% e~on =7

PROBLEMA: Multe secvente (siruri) nu sunt de patrat sdmabil, pentru a putea fi
abordate cu ajutorul DTFT!

SLIDE 2

Analizand proprietatile DTFT evidentiate@nterior, s-ar parea ca avem de-a face cu o
schimbare de baza de la spatiul sec¥entelor discrete de patrat sumabil la spatiul
functiilor periodice de patrat integrabil.

Cu alte cuvinte, s-ar parea capdtem privi DTFT ca pe o extensie a formalismului DFT
si, Intr-adevar, unele lucrurichiar ne fac sa credem ca asa este.

De exemplu, dacd ludm.DFT-ul secventei discrete §[n], ne amintim c3 el este 1.

Tn mod similar, DTFTcul"pentru secventa discretd §[n], exprimat ca produs scalar intre
functia pseudo-bazei si secventa §[n], este de asemenea 1.

Cu toate acestea,unele lucruri nu functioneaza asa cum ne-am astepta.

Spre exemplt, DFT-ul constantei 1 este corect definit si este egal cu N6[k], dar DTFT-
ul lui 1, exprimat conform definitiei, ridica probleme deoarece, pentru w = 0, spre
exempld, fiecare exponentiala complexa devine 1, iar suma ,explodeaza” (diverge).
Exista*prea multe secvente discrete interesante care nu sunt de patrat sumabil si,
desigur, constanta 1 este una dintre ele.




Functia generalizata (distributia) Dirac-delta

Este definita prin relatia:

seR el 44
/ 5(t — s)F(t)dt = £(s) X~

valabild pentru toate functiile reale, de variabila t € R

SLIDE 3

Pentru a putea continua sa folosim paradigma schimbarii bazei, chiar si pentru
secvente care nu sunt de patrat sumabil, vom introduce un artificiu matematic
denumit: functia generalizatd Dirac*delta.

Acest termen de sub integrala)€are este indicat aici prin simbolul delta, dar care nu
este secventa delta utilizat®»péna acum, ci un delta avand ca argument o variabila
reala, se defineste prin.aceasta proprietate denumita ,sifting” (cernere, selectie),
care are exprimareadin-slide. Respectiv, daca ludam o functie deltasi o centramins,
unde s este o variabila in R, iar o apoi inmultim cu o functie f de variabila reala t, prin
integrarea de la,=~00 |a oo se va obtine valoarea lui fin punctul s.

Grafic, daca réprezentam functia generalizata delta ca pe o sageata indreptata in sus,
centrata s, si o inmultim cu orice functie de variabila reala t, prin integrarea de la
— o |a,80 vom obtine valoarea functiei fin s.




INTUITIV:

Vom considera o familie de functii de localizare 1;,(t), cu k € N sit € R pentru care:

* Suportul este invers proportional cu valoarea lui k
* Aria (adica integrala de la —oo la +) este o constanta OQ"

rect(1) \/
Utilizand functia: rect(t) = 1 opt|t]<1/2 Q/
0 inrest :

putem construi familia de functii de localizare: 7r(t) = k rect (kt), care sunt %Q/ 1 n@®

1 1
» egale cu k pe intreg intervalul suport [ ], ce are latimea egald cu — ?‘ —
2k’ 2k k E" ] k

* de arie egald cu 1: (Iatime) x (indltime) = % k=1 3 2
?3/ 2c ‘o

S
0\0

v

v
SLIDE 4

Pentru a intelege proprietatile aceste@ttu generalizate Dirac-delta, vom considera
o familie de functii de localizare sa cum sunt ele definite in slide. Haideti sa
detaliem urmarind continutul sl\/ Iu|
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Reprezentarea familiei de functii de localizare ry (t)

of _ -
({>/O
?\/

S
&

SLIDE 5 <</?~

Reprezentam cateva dintre functiile d{'zgc“easté familie, pentru valori arbitrare ale lui

k O

Observam rezultatele obtinute penttu k=1.
Pentru k=5, observati ca Iéti@ﬁportului s-a micsorat la 1/5, dar inaltimea lui a

crescut la 5.

Procesul continua, du%c»um observam din reprezentarile pentru k=15 si k=40, catre
un k infinit. O g
O
Q)?*
&
¥
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Folosind teorema valorii de medie, obtinem:

/_ : r(£)f(£)dt = k /_ 11//2; F(t)dt \(/&/
?s

= f(7)lye[-1/2k,1/24] %
si prin urmare: Q/®
%)

fim. /_Zrk(t)f(t)dt=f(0) J?‘v
\Y%

o
N
?\v
SLIDE 6 §{</
Haideti sa vedem daca proprietatea dey,sifting”, pe care ne dorim sa o aiba functia

generalizata Dirac-delta, este pregg@g n cazul functiilor de localizare 7 (t).
Verificarea o vom face pentru s =

Cum valoarea r, (t) este ne /fiind egala cu k, numai pe intervalul suport [;—;,i],
integrala primeste aceste/l%ite de integrare, deoarece in rest produsul de sub
integrala este 0. Constébta k iese in afara integralei, iar integralei ramase i aplicam
teorema de medie Q ne asigura de existenta acelui punct y (gamma), a carui
localizare Tn int Gr,)insé, nu o cunoastem exact. Nici nu ne intereseaza, atata timp
cat pentru k tinzand la infinit intervalul tinde sa devina chiar punctul 0, iar f(y) devine

f(0). A,sad%;c iar s-a ,cernut”, s-a ,selectat”, valoarea lui f(0), exact cum ne
astept@

@ Watermarkly



Simbolul functiei generalizate Dirac-delta: 6 (1)

in loc sa scriem:

lim f: re(t — s)F(t)dt

vom scrie: e
[_ (e - (o) o O
casi cum: limy_o0 r(t) = 8(t), : | ’\?..?‘

SLIDE 7
Folosim simbolul delta ca pe o presc pentru aceasta limita care ne apare aici.
Figurarea grafica utilizata, extrem gestiva, va fi cea sub forma de sageata.

Q{o

4
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Jren de impulsuri” Dirac-delta

Un artificiu matematic pe care il vom utiliza in cazul functiilor 2rt — periodice: Q"
) o O
d(w)=2m Z d(w — 2mk) Q>’

\Y%

A \g
®$

Ve

I

' : ' ' ; ' X
—4r —3r -2 -7 0 T éﬁ% 3
N

v

SLIDE 8 Qg/?\

Cum toate spectrele sunt 27 - period@acé vrem sa folosim acest instrument
matematic nou introdus si in domeniulfrecventei, trebuie sa-| periodizam.
Versiunea periodica a functiei e\n/ lizate Dirac-delta se numeste ,tren de impulsuri”

si este construita prin plasar copii ale functiei delta la fiecare 27 si prin scalarea
intregului semnal cu 2m. Q
4

@)
&
&

@?‘
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Am acoperit, cu ajutorul functiei generalizate
Dirac-delta, cazul lui DTFT {1}?

IDTFT {S(w)} = % " §(w)endw

-

= / §(w)e/“" dw

= ejwn|w:0
=1

Prin urmare:

DTFT {1} = é(w)

SLIDE 9

Sa verificam acum daca am inlaturat din‘\neajunsurile constatate la inceputul
discutiilor noastre cu privire la DTEJ; comparativ cu DFT.

S3 ludm n considerare inversa trahsformarii Fourier pentru trenul de impulsuri & ().
Aplicam definitia si obtinem pritna egalitate.

Primul lucru de remarcat eSte'cd, din moment ce delta periodizata este scalata de un
factor 21, acesta se va.simplifica cu factorul de normalizare din fata integralei. Cum
integram doar intre ~x-$i 1, in acest interval avem un singur impuls si, prin urmare,
putem renunta latilda care simboliza periodicitatea.

n baza proprietatii de ,,sifting” a lui Dirac-delta, aceastd integrald va cerne doar
valoarea din'0.a functiei e/“™ (care este o functie de variabil reald w), obtindndu-se
asadar yaloarea 1.

Acestsluieru este similar, oarecum, cu faptul ca in cazul DFT aveam: IDFT {N6[k]} =1
Asadar paralelismul cu DFT functioneaza acum.

Concluzionand: DTFT{1} = §(w)




Are sens, in noile conditii, calculul efectiv al
lui DTFT {1} ?

d k Q~
DTFT{1} = Z 1-e~fom = Jim e~jon = Jim S (w) O
—00

— 00

n=-o n=-—k \/
&
v

unde am notat sirul sumelor partiale: %
: o
Sk(w) = Z eJon Q/
n=-k %

| S (w)| se reprezinta grafic, pentru valori diferite ale lui k, dupa?um urmeaza:

«?‘
0\0 .

?»
SLIDE 10 <O

Sa verificdm dacd DTFT{1} poate fi ca direct. Parcurgem pasii conform slide-ului.
Pe masura ce k merge catre |nf|n| ) ar trebui sa converga catre 1.

Daca vom reprezenta valoarea aﬁ/ uta a acestor sume |Si(w) | pentru valori
crescatoare ale lui k, rezulta eptat se va confirma. Haideti sa vedem.

@ Watermarkly
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Reprezentare | S (w)|

k =40 OQ..

80 F =
N/
v

a0 | Q;@ﬁ—‘—f
9

- 0 kg

O—w —7:/2 0 é(% -

0\0

v

?»
SLIDE 11 <O

Priviti ce se obtine. Pe masura ce cre m‘indlcele k, vedem ca aceasta familie de
sume partiale arata ca o familie de @%I de localizare. Suportul se ingusteaza, dar
aria zonei ramane constanta. Deci‘chiar are sens sa spunem c3, la limitd, aceste sume
partiale vor converge catre f ia generalizata Dirac-delta.

@ Watermarkly

11



CONCLUZIONAND:

DTFT {1} = é(w) Q‘
Folosind acelasi procedeu, ca mai inainte, vom obtine: Q>/O
»

‘ IDTFT {S(w - wo)} L
Prin urmare:

» DTFT {1} = §(w)
» DTFT {el0} = §(w — wo) .
» DTFT {coswon} = [§(w — wo) + 8(w + wo)]/2 \,v

» DTFT {sinwon} = —j[§(w — wo) — 6(w + wo)]/2 \a

SLIDE 12 Qg/v

Cateva concluzii, foarte importante T@atii.
&’

4
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O NOUA CLASIFICARE A SEMNALELOR

Semnal trece-jos
(lowpass sau baseband) =

Semnal trece-sus -
(highpass) x /\ /\
Semnal trece-banda

(bandpass) = /\/\ m

SLIDE 13

Exista trei categorii mari de semnale, functie de regiunea din domeniul frecventa in
care energia spectrald este concentfatd in cea mai mare parte. Prima categorie
include semnalele trece-jos (lowpass), uneori numite si semnale in banda de bazd
(baseband).

Avem apoi semnalele trece=sus (highpass), la care continutul este in mare parte in
jurul frecventelor nalte, iar intre cele doua categorii se plaseaza cea a semnalelor
trece-bandd (bandpass)-

Exista, in mod evident, diferente intre semnalele in timp discret si cele in timp
continuu, dar ageasta clasificare poate fi utilizata in ambele cazuri.

Sa ne uitam td5pectrul din cazul semnalelor trece-jos (lowpass). Dupa cum puteti
vedea, energia este concentrata in cea mai mare parte in jurul originii O si nu exista
energieln rest.

La spectrul semnalului trece-sus (highpass), energia este concentrata in jurul lui —m si
7 si in rest nu exista energie.

Si, n sfarsit, in cazul spectrului semnalului trece-banda (bandpass), energia este
concentratad in jurul lui —m /2 si /2.

Deoarece am considerat un exemplu de spectru real, el poseda proprietatea de
simetrie, despre care am discutat anterior.

13



DTFT SI MODULATIA SINUSOIDALA

DTFT {x[n] cos(wcn)} DTFT{%d""x[n] } %e p "x{n]}

5 [X(ee9) 4 x(ter0)]

* Usual, semnalul x[n] este unul trece-jos
* Am notat cu w, frecventa purtdtoarei (carrier frequency)
* Am tinut cont de liniaritatea transformarii si de faptul ca

e/ [n] s X (e/(@=wo))

SLIDE 14

Modulatia este o0 metoda prin care deplasam continutul spectral al unui semnal in
domeniul frecventa.

De exemplu, putem modula un semhal trece-jos (lowpass), cum este vocea de
exemplu, intr-un semnal trece*banda (bandpass), cum ar fi un semnal radio AM.
Retineti ca modulatia estedin‘proces esential in sistemele de comunicatii.

Un semnal modulat poate fi apoi demodulat, ajungandu-se din nou la pozitia initiala
din domeniul frecventas:

Ludm, acum, n cehsiderare modulatia sinusoidala si vom utiliza DTFT pentru a vedea
ce se intamplagaidomeniul frecventa.

Semnalul util{de obicei unul trece-jos (lowpass), dupa cum am spus, este x[n], iar
purtatoarea este cos(w.n), unde am notat cu w, frecventa purtatoarei.
Primasegalitate se obtine tindnd cont de formula lui Euler pentru functia cosinus.
Folesind liniaritatea transformarii si formula DTFT in cazul deplasdrii:

. DTFT .
e]wonx[n](_) X(e](w_wo)),
vom obtinem urmatoarea egalitate din slide.

14



EXEMPLU

o S /\ G‘Q/@%

?
N/
A ;&v

o 0 g

v

SLIDE 15 Qg/v

Sa ilustram acum tot ceea ce se ?nté I?tu spectrul semnalului util, Tn urma
modularii, in domeniul frecventa.

Asadar, incepem cu un spectr )kajma originii, respectiv acest spectru ilustrat
simbolic sub forma de triun Qg/orespunde semnalului initial trece-jos (lowpass),
pe care il modulam. ?

Tn urma modulatiei, spectrul se transforma astfel: se inmulteste cu 1/2 si se mutd in
jurul w,, ceea ce an‘@rat in verde, respectiv in jurul lui —w,, ceea ce am colorat in
albastru. n final, a modulare, se obtine prin suprapunerea acestora spectrul
colorat de n0| su

g
g\v

@ Watermarkly

15



Sa nu uitam de periodicitatea spectrului!

—
\/
T M L
v
SLIDE 16 Q/
Stim, insa, ca spectrul este unul 2m-p ?dlc Haideti, prin urmare, sa ilustram tot ce
se intampl3a, insa pe cateva perioa {'gj de la —4m la +4m).
Qio
]
&
O “
%O
QX
Na
Q~

@ Watermarkly
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Atentie la alegerea frecventei w,

L1 1] O@

“,

T W R NP

?»
SLIDE 17 <O

Trebuie sa fim foarte atenti, Tnsa, cat ?‘em frecventa de modulatie si vom urmari
ce se poate intampla dacd aceasta %este 0 anumita valoare.

Haideti sa vedem cum stau lucr 'ﬂ)daca W, se apropie prea mult de m (obtinem ce
am colorat in verde), respecti ca —w, se apropie prea mult de - (obtinem ce am
colorat in albastru). Spect are se obtine in final (colorat in rosu) nu este chiar ceea
ce ne asteptam. Acel s etru initial, sub forma triunghiulara, nu mai exista, si nu vom
avea cum sa-l mai re@ ram.

&
&

@?‘

@ Watermarkly
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Aplicatii ale modulatiei sinusoidale

* Vocea si muzica fac parte din categoria semnalelor trece-jos

* Pe canalele radio se lucreaza cu semnale trece-banda, in zona frecventelor mai
inalte

* Prin modulatie se trece in banda de transmisie dorita

* Se revine, prin demodulatie, la receptie

SLIDE 18

Va propun sa fixam cateva lucruri cu privire la modulatia sinusoidala.

Astfel, vocea si muzica sunt in genefaljsemnale trece-jos (lowpass). Frecventele inalte
oricum nu pot fi percepute de sistemul auditiv uman.

Semnalele radio, pe de alta parfe, sunt semnale trece-banda (bandpass). Se lucreaza
la frecvente mai mari deoafece, in caz contrar, am avea interferente importante si
pierderi semnificative la transmisie.

Modulatia este practicyprocesul de aducere a unui semnal in banda de transmisie
dorita. De exempld, un semnal vocal va trece in banda de transmisie pentru
transmisia radie.

Demodulatia€ste inversul (sau dualul) modulatiei si va readuce semnalul in zona
frecventelorijoase.

18



DTFT si demodulatia sinusoidala

yinl = xllcos(wen)  Y(&) = 3 [X(&4) 4+ X(&) Q>’
»

DTFT {y[n] - 2cos(wen)} = Y (/%)) 4 y(e/(wtwe)) S
! w=2uwe w w L w2 @
3 [XE ) 4 X(@) 4 X() £ X(&2) O.)<</

X(e)) 4 % [X(ee2)) 4 X(ele120))|

&
O\Q\

v

v
SLIDE 19 <O

Sa urmarim ce se intdmpla in cazul p %‘ulw dual, la demodulatia semnalului.
Aceasta presupune, pur si S|mplu %lrea semnalului de la receptie y[n], din nou,
cu acelasi semnal purtator.

Sa urmarim ce se intampla ?%gast caz si cum se reflecta noua inmultire in expresia
DTFT-ului. Folosim din no ula lui Euler pentru functia cosinus, iar apoi ne
folosim de expresia lui (’e""). Obtinem rezultatul din slide. Observam ca il regasim
aici pe X(ej“’), care(né’intereseaza de fapt, dar si doud versiuni modulate ale
acestuia, la —Z@a 20c.

¥
\%

%\v

@ Watermarkly
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Cum se reflecta totul la nivelul spectrului?

OTFT {xfnl} DTFT {y[n]} = DTFT {x{n] cos wen}

DTFT {y|n] coswen} DTFT {y[n] coswen} \?&/
| | N
4 3 2 o 2 I ar

“w 0 ' 2= I o
J, E
DTFT {y[n] coswen} ?\

MAMMAAA}A o

HEEE ITETETY

v

v
SLIDE 20 Q/

Sa ilustram acum tot ceea ce se ?nténQL?Th domeniul frecventa, in urma modularii si

a demodularii. O
>
&

4

@ Watermarkly
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Reprezentarea DTFT, pentru semnalul
demodulat, pe intervalul [, 7]

DTFT {y[n] cosw.n} OQ.

* Dupa transmitere, putem e ra integral
semnalul initial \/
ao

+ Tn spectru apar si ud componente

suplimentare, d:%&wenté, care trebuie
/\ /\ eliminate (supri
_ : _ ©
3
<\?“
0\0

v

?»
SLIDE 21 <O

lata cum arata spectrul dupa demod %semnalului, pentru intervalul cuprins intre
-1 si . Ceea ce este important eis faptul ca se poate recupera integral semnalul

initial. @/

Ajunsi fiind Tn acest punct,QoQTTface cate un sumar al principalelor rezultate ce tin de
DTFT, DFS si DFT. .

@)
&
&

@?‘

@ Watermarkly
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DTFT - SUMAR AL REZULTATELOR IMPORTANTE

Utilizare semnale discrete de lungime infinitd: (x[n] €(,(Z))
Formula analiza X(el*)= i x[n]eJen
Formula sinteza x[n]= TL‘[ZX(E’“)e""" dw
Simetrie x[-n] 2= X(e/®)

©(n) T8 x(e )
Deplasare x[n—no) s e7Jomex(e)®)

e/ x(n) brer X (e/@-o0)

Relatia lui Parseval

< ' 2
x[n) =—f X(e/*) dw
n}_:“l I'=2z |_Ixe™)

Perechi relevante: x [n] & X(e/%)

x[n]=6[n—k]
x[n]=1

x[n)=uln]
x[nj=a"uln], la|<1
x[n] = elown

x[n] = cos(won +¢)

OQ.
'

X(el®)=b(w)
LY

X(el®)= )

X(e/“')= e—/»k

1-ed&

X(el®)=

Yo

X(e% — wp)
1922 [¢19 80— wn)+ €% 6(e0+ )]

Sidu): _2_l [eIO 6w~ wo)— e 1?é(w+ wn)]

x[n]=sin(won +¢) wa\
sl {l pt 0<n 1 X(el®)= sin((N/Z)w)e‘,%-_.“

0 in&

sin(w/2)

SLIDE 22 (DTFT)

@ Watermarkly
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DFS - SUMAR AL REZULTATELOR IMPORTANTE

sssss le periodice (%[n)eCN) O 3

N-1
Rik)=) x(n]W¥, k=0,..,N-1 Q>,
n=0
N-1
f[n]=%ZX[k]Wﬁ"k. n=0,..,N-1 U notatia: ?}/
#[-n) & R[-k) W _j@ﬁ »
n=e
0] & -k Q/
£[(n—no)] 2= Wik K(k) ?‘%
W™z (n] &5 X[(k - ko)) J?\
Sletnlf= 5 0 \%
gl == Y| X1k
n=0 o N k=0 @

SLIDE 23 (DFS)

v
&

?\
Q~
OO

v
&
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DFT - SUMAR AL REZULTATELOR IMPORTANTE

Utilizare semnale discrete de lungime finits  (x[n] €C¥)
1

Formuld analizi

Formuld sintezd

Simetrie

Relatia lui Parseval

Perechi relevante: x [n] & X[k]

A

(n.k=0.|,...,mQ.

N-
x[k;=2;[n]w;*, k=0,.. ,N-1
n=0
= x[n]=1
anl=5 > X(kIWE, =0, N=1
(=
x[=n mod N] 2= X[~k mod N]

x*[n] 2= X*[-k mod N]

x[r!]=91%"

x[n]:cos(

0

x[n]=8[n—-M)]

2—"Ln+¢)

N

X[k] = e~/ Mk

X[k| = N&[k] \g/
X[k]= Né[k— L) Q

X[k]:g[el’ﬁ[k 19 5[k - N+ 1)]]

2 Zin
. [n]=sin (F" Ln +¢J X[k = fT 2 [-e ' 6k-N+1])
x[(n—ng) mod N] ~— W™ X[k] ’ ) i
Jr[”]={1 pt n<M-1 X[kl = sin((ZIME) e

Wy ™ex[n] 25 X[(k - ko) mod N]

N-l N-1
"Z-nlx[nl‘z = % §|x[ﬂ|’

pt MsnsN-1 [/ N)k)
J,

SLIDE 24 (DFT)

@ Watermarkly
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FFT (The Fast Fourier Transform) — &
Transformata Fourier rapida (TFR) \ad

v
SLIDE 25 <O

Transformarea Fourier rapidd (TFR) ?ﬁgleza The Fast Fourier Transform (FFT), nu
este un tip nou de transformata F Q‘Ea este doar o tehnica algoritmica rapida
pentru calculul numeric al DFT 1 &ul un set finit de date. n general, calculul direct
al DFT in cazul unui semnal %nglme N necesita un numar de operatii aritmetice de
ordinul N2, asta in timp ce(g algoritm FFT bun, vom vedea, necesita un numar de
operatii de ordinul Nlog,N.

Disponibilitatea alg lor DFT rapizi a fost elementul de schimbare fundamentala
din istoria proce@semnalelor digitale, permitand rezolvarea unor aplicatii din ce in
ce mai complev, utilizarea unui hardware putin costisitor.

g
g\v

@ Watermarkly
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Ce facem mai departe?

= Putina istorie. De la Gauss, la algoritmii FFT din zilele noastre.
= Exemple de matrici DFT

= Algoritmul FFT in varianta Cooley-Tukey

= Decimare in timp

= Concluzii

SLIDE 26

Trecem rapid peste istoria acestui algositm. Ea merge in trecut destul de departe.
Marele matematician Gauss este cel care a inventat principiul transformarii Fourier
rapide (1805), chiar inainte ca Fouriér sa defineasca transformarea ce i poarta
numele (1807). Apoi, multi oahdeni de stiinta, de-a lungul timpului, au fost nevoiti sa
calculeze serii Fourier, petrécand timp indelungat pentru a dezvolta diverse artificii
matematice sau chiar algaritmi.

Tn 1958, un statistician englez, Good, a venit cu un algoritm, care este inca folosit, dar
nu este cel mai pQpular.

Cel mai popularalgoritm a fost inventat in 1965, de Cooley si Tukey. Acesta este o
redescoperire.a algoritmului de transformare Fourier rapida pentru cazul N, atunci
cand N este o putere a unui numar prim. De obicei N este o putere a lui 2 sau a lui 3.
Dupaaceasta Winograd a fost cel care a combinat metodele, pentru a oferi algoritmii
FFT.cel mai eficienti.

Vom analiza, in continuare, cateva mici exemple, doar pentru a intelege ce se
intampla prin utilizarea metodei.

Urmeaza sa prezentam cel mai celebru algoritm utilizat in prezent, respectiv Cooley -
Tukey FFT.

Dam un exemplu detaliat cu asa-numitul FFT cu decimare in timp, pentru lungimi de
2K, si apoi concluziondm.
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Sa ne aducem aminte:
DFT sub forma matriceala

2T
Dacé notam Wy, & W = e/~ (folosim W cand N se subintelege din context), atunci matricea schimbrii
bazei este W, adica matricea cu elementele de forma WA’,”’, unde p este numarul liniei si g cel al coloanei,
matrice data prin:

Coloana 0 1 2 3 A (N-1) L
Lifija

1 1 1 1 1 0

1wl w2 w3 ... wh-1 .

w=|1 Ww? w4 weo .. WaN-1) ’
1 wWN-1 waN-1) pw3(N-1)  p(N-1)? (N-1)

X = Wx -formula pentru analiza

1 . >
X = NWHX — formula pentru sinfeza

SLIDE 27

Am vazut ca, pentru a sublinia ca DFT este doar o operatie de algebra liniara, se poate
exprima schimbarea bazei si in notatie'matriceala.

LT
Deci, dacd definim Wy & W =8N (cu notatia W folositd numai atunci cand N este
evident din context), putemdscrie aceastda matrice W, care contine elementele (aflate
la intersectia liniei p cu coloana g, notate W, ,):

L2TC
Wpe= Wy =% curp,q=0,1, ..., (N-1)
Cu aceasta notatigfarmula de analizd devine:
X =Wx.
Deci matricéa)'(vectorul) coeficientilor Fourier se obtine prin produsul matricei
definite decnoi, W, cu matricea (vectorul) original x.
Invers, formula de sintezd ne va permite sa recuperam vectorul original, exprimat prin
matricea x, efectuand produsul dintre hermitianul lui W, respectiv matricea notata cu
WH cu vectorul coeficientilor Fourier, exprimat prin matricea X, totul inmultindu-se
cu raportul de normalizare 1/N.
Reamintesc faptul cd hermitianul W¥ se obtine prin conjugarea tuturor elementelor
lui W, dupa care se face transpunerea matricii obtinute.

27



Matricea DFT

L2TC
sWy=W=e¢ /W OQ'
= Puterile lui N pot fi luate modulo N, din moment ce WV = 1Q>/
= Matricea DFT de dimensiuni NxN este: ev}/

11 1 ! & 0 @
1owtow? w3 L. wht %Q/
1 w2

i wh weé Wi(N_
1 WN-1 wRN-D a1 M 4
N
o)
v

SLIDE 28 Qg/v

Sa extragem cateva elemente, din ceIQ%‘Intite anterior, de care o sa avem nevoie.

4

@ Watermarkly
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Matricea DFT pentru N=2

1 1 QQ"
2=y i &
A%
&
W= e"zz_"= eJ™ = cos(—m) +jsin(-m) = (-1) +j-0=—-1 %Q/
e
3
é?“
O
Q/?‘

SLIDE 29

Sa observam ca pentru N=2 obtinem = —1, dupa un calcul foarte simplu, iar
matricea devine cea din slide. O

O
<
Q.
%/
O )
%O
Q,?*
Ny

@ Watermarkly
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Matricea DFT pentru N=3

1 1 1 11 1 11 1 QQ'
We=(1 W w2=(1 w we|=|1 =i¥8 L8 &Y
1 w2 w4 1 w2 ow ligﬁi—z@

w=el5= cos(—z?") +jsin (—2?") = (—1) +j- (—ﬁ) =28 2 (e";ai?_”T’ﬁ; wt = W:”“:(Ki)l W;
=1

2 2 \/
0@?‘

O
Y
SLIDE 30 Q/
Tn cazul N=3, dup3 calcule elementar tinem matricea din slide, care nu mai arata

atat de prietenos precum cea ante\s@ a. Am folosit faptul ca 4 (mod 3) = 1.
&’

4

@ Watermarkly
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Matricea DFT pentru N=4

1

W4 W2

W3

w=eli= cos(—£)+]sm(—£) 0+j-(-1)
1; wé =w? 1+Z_(w4) wZ wo = whtitl =

—1

2t
1 1 L)l 1 3
WW2W3_1—j—1j?y
w2 1 w21 -1 1

wi w2 w 1

1
1 W w2
1
1

= —j; W2 = (—))? =J§L¥7= w2y = (-12=
wyw=wi N\
\s

X
I

S
0\0

SLIDE 31

Pentru N=4, calculele ne conduc la fo

Folosim direct faptul ca:
4 (mod4)=0, 6 (mod4) =
sau procedam ca in slide.
Este important de remarc
vor fi necesare multe
treceri simple din re@%

2si 9\/(1Q>d 4) =

Q/?‘

Q\F%;trlcel din slide.

%plltatea matricii obtinute si faptul ca la utilizarea sa nu
eratii complicate, ci doar sume, schimbari de semn sau
‘complex. Practic, nu sunt necesare inmultiri!

@ Watermarkly
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Matricea DFT pentru N=5
1 1 1 1 1 11 1 1 1 \/O
1w w2 o ws owA| ow owe owe owe|
Ws=[1 W2 wé wé we|l=|[1 w2 w* w w3y
1 W3 we we w2 1 w3 w owe
1wt wé w2z wie 1wt wd w2
éo
e
3
é?“
O
vv
SLIDE 32 Q{(/

Pentru N=5 lucrurile se complica. Qy“
Aici folosim faptul ca. O

6 (mod5)=1,8(mod5)=3,9 Q})S)=4, 12 (mod 5) = 2 si 16 (mod 5) = 1.

/QQ‘

@ Watermarkly
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Matricea DFT pentru N=6

. TR 1 i 4 i 1 1 1 3 1

1w w2 oW owtows 1 W w2 ows wtows @/

1 W2 wt o we we wo 1 w2 o wh o1 w2 owe
Woe=11 w3 we wo w2 ws|=|1 w3 1 w? 1

1 w4t we w2 wie w20 1wt w21 wA

1 W5 WlO W15 W2O W25 1 WS W4 W3 @W

Q/?‘
§LIDE 33 ?g.
Inca o matrice si gata. q‘

Lucrurile se complica si mai muIt,&@} u N=6, dar obligatoriu folosim, pentru a le

simplifica cat putem, faptul ca: U
6 (mod 6) =0, 8 (mod 6) =2 od 6)=3, 10 (mod 6) =4,12 (mod 6) =0, 15 (mod

6) = 3, 20 (mod 6) =2 si 254piod 6) = 1.
AS

O
&
&

%\?”

@ Watermarkly
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Divide et impera (Julius Caesar)

,Divide si stapdneste” este metoda standard de atac care se urmeaza in vederea

dezvoltarii unor algoritmi rapizi Q‘~

SUBPROBLEMA

— N/
DIVIDE o

DIVIDE UNESTI

DIVIDE SUBPROBLEMA A @i ’
smpLA

l
’

-
Sl DIVIDE ) - ‘" UNESTE ')ES
C=5N
DIVIDE IS UNESTE \ X
<\\®
v

SLIDE 34 <</

Haideti sa vedem care este idea pe ¢ ?é bazeaza constructia FFT.

Poate va este cunoscuta zicerea d ba latina ,Divide et impera”, care li apartine

imparatului Julius Caesar si care\/ aduce prin ,Divide si stapaneste”.

A Tmparti o problema complgf(m subprobleme (probleme mai simple) si apoi a reuni
rezultatele, este sigur o ca ult mai facila de a ataca rezolvarea problemei.
Urmarim, pentru intelegere, schema din slide. Este important, ins3, sa identifici cum
anume se poate facﬁhzarea in subprobleme, respectiv unificarea rezultatelor.
Ceea ce cunoast oi este vectorul x de dimensiune N, corespunzator semnalului
discret de lungimie finita, iar ceea ce trebuie sa obtinem este tot un vector X de
dmensmr@@corespunzator coeficientilor DFT.

&

@ Watermarkly
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Divide et impera pentru DFT — un singur pas

Problema de interes: X = Wx -in aceasta formuld, ce contine produsul a doua matrici
(N,N) x (N,1), complexitatea calculelor efectuate este de ordin N2. Q_

= Daca se considera problema ca fiind de dimensiune N, unde N este o putere a lui 2, \,
aceasta implica o complexitate a calculelor de ordin N2. \/%

= Se divide problema in doua subprobleme de dimensiune N/2, ceea ce implica o v
complexitate de ordin (N/2)2 = N?/4 pentru fiecare dintre ele. %

= Complexitatea continuarii din acest punct si a obtinerii solutiei finale a problepgiléste N.

= Asadar complexitatea obtinerii solutiei prin metoda , divide et impera” est /2 +N,

dupd efectuarea unui singur pas precum cel descris anterior.
= Pentru N= 4, avem: N2 = N2/2 + N, si prin urmare am redus consisgent?mplexitatea

rezolvarii problemei! \/
<\?“
O

N

SLIDE 35 Qg/?\

Daca nu se identifica un artificiu conv ?ﬁl, problema de interes are un grad de
complexitate, exprimat prin numa operatii ce trebuiesc efectuate, de ordinul N2,
Se considera cazul in care N est utere a lui 2.

Sa urmarim rationamentul dj Q\kfe, cu privire la modul in care putem simplifica

rezolvarea problemei. Q
4

O
o
&

@?‘

@ Watermarkly
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Divide et impera pentru DFT — un singur pas
Grafic: OQ.
%4
= Se divide DFT in doua parti de dimensiuni N/QW
= Se calculeaza fiecare DFT de dimensiune
= Se reunesc rezultatele obtinute %
?\
&
O
SLIDE 36 Q{(/v
Sintetizam etapele de parcurs. Qy‘
O
({/\)
QQ~
QO%”
<o
Q,?*
Ny
%\&
@ Watermarkly
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Divide et impera pentru DFT — un singur pas

x[0] X[0]

P — e X[1] Q_
Pr [ —— o I O
x[3] @—rd] 2' e X[3] \/

RO — a — X[4) Q/

X[5] @t a e X[5] VX/

DIVIDE
UNESTE

)

o~ :

— :

=< 2 :?‘
XN - 4] o—nil n —?L< XIN - 4]
T pe— a : ‘y—.x[N—al
N pe— ,\ e X[N-2)
x(N-1] AN XIN-1]

N

v
Q/?‘
SLIDE 37 Q_
lata cum se petrec lucrurile... Qy“
O
O

N\
&

4
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Divide et impera pentru DFT — mai multi pasi

Divide et impera se poate aplica repetat!

» Dacd a functionat o data bine, sigur functioneaza bine in continuare. Q-

Amintiti-va ca: N = 2K, @)

Mai stiti cum |-am putea gasi pe K din aceasta relatie? Simplu: K = log, N. Q>’

» Cele doud subprobleme de dimensiune N/2 se pot imparti la randul lor si a@gﬁem la
patru probleme de dimensiune N/4, ... é

= Se poate continua impartirea in subprobleme, pana se ajunge la sub, @eme de
dimensiune 2, de un numar total de (log, N — 1) = (K — 1) ori %Q/

= Avem complexitatea operatiilor pentru fiecare pas egala cu N

» Se obtine, asadar, complexitatea totala: Nlog, N = NK ’?\
Pentru N> 4, rezultatul acesta este mult mai bun decat I%‘\/

N
O

v

SLIDE 38 Qg/v

Acum urmeaza artificiul magic! Sa ur@?fh...
O
O
&

4
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Divide et impera pentru DFT — mai multi pasi

Grafic: <&
\/O
= Se divide DFT in 2, apoi in 4 siin final in 8 parti, de \(/(/
dimensiuni N/2, N/4 si respectiv N/8 e
= Se calculeaza fiecare din cele 8 DFT de dimens@S
= Se reunesc succesiv rezultatele obtinute in DFFde
dimensiuni N/4, N/2 si N 4

SLIDE 39 Qg/v

Sa vedem ce vom reprezenta grafic. L@ pe un caz particular, cand facem divizarea

in 3 pasi. O
>
Q.

4
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Divide et impera pentru DFT — mai multi pasi

A0 —— ] = — 1 0 <&
x[1] 8 [ %] AR x[1] O
x[2] 2 o] B i N x[2] \/
x{3} — : Lan | el | — x{3] \g/
x[4] — 3 = g — x4
x[5] =— “ LN B —e
s S— z .
. 2 | ¥a | = " \&
8 — p— — gV,
z ] o 1 R ¥
= " | " z;;</
s — = o
: . - [ % | - a b . ) :
XN — 4] — 2 = SN p—v-a
XN — 3] —o g LM 2 e [ [N V-3
x{N -2 g B z z(?“ x(N-2]
x[N—1] { v | ~ x[N 1]

&
SLIDE 40 .ggt.at

Avem aici reprezentarea pentru cazul

3 pasi. O
D
v
Q@

4

anterior, corespunzator unui numar de

@ Watermarkly
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Divide et impera pentru DFT — Analiza DIT 1/8

N-1 ) Q.
XIk]:zx[n]Wnka k=0,1,-..,N—1, W=e—JWR O

n=0 \/
&

o Impartim intrarile de rang par intr-o prima categorie, iar cele de ra% par intr-o
a doua categorie (realizam asa numita DIT- ,decimare in timp”)@

x[n],n=0,1,...,N—1 — x[2n] and x[2n+1],n=% ,...,ﬂ—

2
» Impartim iesirile in doua categorii, prima jumatatea | im in prima
categorie, iar cea de-a doua jumatate in a doua cat e: N
X[k],k=0,1,...,N—1 — X|k] and X{\ N/2), k =0,1,...,5 -1
PENN
N )
v

v
SLIDE 41 <O

A decima = (la romani si in Evul medu@?ﬁedepa 0 armata, o unitate militara,
executand pe fiecare al zecelea so\?; ucide, a omori in numar mare; a extermina,

a masacra. (DEX)
Oarecum impropriu folosit a ermen, ceea ce se defineste ca decimare in timp,
denumire consacrata deJaQ relucrarea digitala a semnalelor, se descrie detaliat in

slide. O.Z
O
o
N
R\

4
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Divide et impera pentru DFT — Analiza DIT 2/8

Se considera separat intrarile pare si cele impare: Q-
N/2-1 N/2-1 \,O
XK= 3" xRaw?™ 4+ 3" x{2n+ 1] Wtk \3/
. . R n=0 v
b s e e N/2-1 %
= Z x[2n) W2k 4 Z x[2n+1] Wz"k“‘Q/@
n=0 n=0 %
N/2-1 N/2-1

= Z x[2n] W,(',l/‘2+ wk Z x@?’q 7
n=0 n=(%v?~

=X} + Wk X", k=o,1,®\ i)
O
v

SLIDE 42 Qg/v

Suma initiala se separa in doua sume@%a corespunzatoare esantioanelor de ordin
par, iar a doua celor de ordin impa Q

Se face inmultirea la exponent, tq/ menul celei de a doua sume, iar ceea ce nu
depinde de n se scoate in fa ei.

5 _
Se observi ci: W?2nk = QQNZ”" —e 2 = (WN)n" — Wnk

Fara dificultate rertﬁ*oﬁ faptul cd prima suma3, notata cu X}, , respectiv cea de a
doua, notata cu u sunt altcineva decat DFT-urile de dimensiune N/2, pentru cele
N/2 esantio are, respectiv pentru cele N/2 esantioane impare.

Sa tinem cont'ca X}; se inmulteste cu W,

Putem@firma acum ca am divizat problema initiala in doua subprobleme!

&
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Divide et impera pentru DFT — Analiza DIT 3/8

X

. hY
In concluzie, putem calcula DFT, adica X, astfel: ?Bg/

= Se scriu cele doua DFT-uri, pe care le denumim X si X %
* Se inmulteste a doua cu Wk, pentru fiecare k=0, 1, Q/ )
= Se aduna rezultatele obtinute S

¥
é?“
0\0

v

v
SLIDE 43 Q/

Sa concluzionam... Operatiile pe care&g}tem sunt cele descrise in slide.
<

4
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Divide et impera pentru DFT — Analiza DIT 4/8

Se considera acum, separat, prima si respectiv a doua jumatate a msle._

Prima jumatate a " N O
iesirilor: X[k] Xk + W X ks k 0 1 —2- - 1 @V
A doua k >k+N/2,cuk=0,1,..,(N/2-1) ?\/
jumatatea N/2-1 N N/2-1 g%k —
iesirilor: Xk+N/2)= Y X[2"] W"(/ai“L Wik+N/2 | b Xlz’% zéiﬂ
n=0 X n=0 %
WN/2 = /57 = 7= cos(—n) + jsin(~n) = —1
N/2-1 N/2=1 ,
=y xalWgs, - Wk 3" x(2n 2 iy
Wyll=e T2 e=12% - cos(—2n) + jsin(—2n) = 1 ’ n=0 n=0 \/

=Xt - WEX", k=0,1,..®
N\

—
v
SLIDE 44 <O

Prima jumatate a iesirilor corespunde?ghtloanelor 0,1,..,(N/2-1).

é& X +WkX,

Pentru cea de a doua Jumatate ie sa facem schimbarea de indice kK - k+N/2,
unde k ia exact aceleasi valo %f 0,1, ..., (N/2-1), dar termenii vor fi, deci, cei care
corespund esantioanelor: , N/2+1, N/2+2 ., (N-1).

Am marcat prin chenabﬁ)nfocumle de variabila.
Dupa ce se fac mmu@ e la exponenti, tinem cont ca:

WN/2 = ¢ ]N%e 7= cos(—m) + j sin(—m) = —1

N/2 = %ﬁe ~J2% = cos(—2m) + j sin(—2m) = 1
Se aju ediat la rezultatul de pe a doua linie. Sumele care apar sunt chiar X}, si
Xk, DFT urile utilizate si mai inainte. Obtinem imediat:
X[k+ N/2] = X, — wk Xk
Sa rezumam rezultatele obtinute.

@ Watermarkly
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Divide et impera pentru DFT — Analiza DIT 5/8

Punem acum in cuvinte rezultatele obtinute. Pentru a calcula X[k] si X[k + N/ZDQ..

= Tmpartim intrérile in dou3 categorii: prima este a intrarilor pare, iar a doua a
intrarilor impare

= Calculdm cele doua DFT-uri corespunzatoare, de dimensiuni N/2 ?“

= Se Tnmultesc iesirile corespunzatoare celui de al doilea DFT cu Wk$
inmultiri

= Se combina iesirile facand suma, respectiv diferenta, functlﬂvlg%swea considerata

tudndu-se N/2

Q/?‘
SLIDE 45 Q.
Se fac operatiile descrise in slide. Qy‘
O
\)

%l
QQ~
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Divide et impera pentru DFT — Analiza DIT 6/8

x[0] e—— . ° o——e X|[0]

X[ &‘Q-

é&}}/

x[2] e———— X;
x[4] e—-—r X2

x[6] @——i

x[1] e—— X X[4]
x[3] e——— X; XI5

[ ] DFT-N/2 . [ ]Xlk FN/2]= X, - WX,
X [5] o XZ X [6] a dKo:;"n;v’n;‘t;!e

x[7] ¢————i

X[7]

v
SLIDE 46 Qg/v
Am figurat diagrama pentru cazul N=%?“
Pentru a fi mai usor de urmarit corectitudinea obtinerii iesirilor am notat inclusiv
iesirile intermediare, corespunz% e fiecarui DFT-N/2.
Sa ne reamintim formulele d cul pentru iesiri:
X[k] <X3+WkX, -iesirile din prima jumétate
X[k + N/2] = X;, — WXX,. - iesirile din a doua jumitate,

in ambele cazuri avé@ lpek=0,1,2,...,N/2-1
Pentru a intelege functioneaza lucrurile, ludm spre exemplu iesirile X[ 2] si X[5].
Ele trebuie s3 gale cu:

%22) X[2] = X} + W2X,
Cum NQz&, vom avea:

X~ X[5] = X[1+8/2] =X, — WX,
Foﬁlele se verifica cu usurinta ca fiind corecte pe diagrama.
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Divide et impera pentru DFT — Analiza DIT 7/8

Asadar, care este acum complexitatea problemei? OQ-.

Se divide DFT in doua parti de dimensiune N/2: complexitate 0

Se calculeaza cele doua DFT-uri, complexitatea fiecaruia fiind (N/2)2. Tot@\/
este, asadar, N2/2. A\

Se cumuleaza rezultatele, iar pentru asta sunt necesare N/2 inmulti wk.
Totalul este acum: N2/2+N/2, care este mai mic decit N> pent orile lui N
mai mari sau egale cu 4. Q/
Complexitatea problemei initiale s-a redus aproape la junﬁ@%e.

o,

\%
& _\

SLIDE 47

N

Q/?‘

Tncercdm s3 estimdm cat de mult am@&‘s complexitatea problemei.

O
)
N
&

4

@ Watermarkly

47



Divide et impera pentru DFT — Analiza DIT 8/8

Ce se intampla daca repetam procedura in mai multi pasi?

= Repetam procedura pana ajungem la DFT-2, caz in care operatiile sunt @Te
(suma si diferenta)

= Sunt necesari (log, N — 1) pasi Q>/

= Fiecare pas presupune o cumulare a rezultatelor, care se face p inv\w? inmultiri
si N adunari

= Totalul este: N/2 (log, N — 1) inmultiri si N'log, N adunari. Q/@

Un DFT de dimensiune N necesita un numar de opgratfrde ordinul Nlog, N.
W
Q
0\0

v

SLIDE 48 Qg/
De ce este acesta un rezultat imporr'gg?
I

Pentru c3, in esenta, procesarea s ului presupune utilizarea de algoritmi rapizi.
Descoperirea transformarii Four'eéapide, a acestor algoritmi dezvoltati de Cooley si
Tukey in 1965, a creat o exp@'{e interes pentru procesarea semnalului digital. Asta
pentru ca, dintr-o data, caIQJ le care pareau foarte grele Tnhainte, au devenit
abordabile, chiar si cu%mputerele mai modeste, din acele vremuri.

Nasterea procesarii ale a semnalelor este strans legata de descoperirea
algoritmului trar&omérii Fourier rapide FFT.

@ Watermarkly

48



Vizualizarea factorizarii matricii DFTin cazul N =4

= Se separa esantioanele pare de cele impare
= Se calculeaza doud DFT-uri de dimensiune 2, obtinand iesirile X [k] si X’ [&?‘
= Se calculeaza suma si diferenta dintre X' [k] si WX’ [k] Q>’

Toate acestea presupun 8 adunari si nicio inmultire. Vy
11 1 1 101 0]t 1 0 071 oop
W 1 j -1 —j| _ o1 0 —jj|]t -10 o0 o%o
71 -1 1 -1 7|10 -1 0|f0 0 1 1] 00
1 —j -1 j 01 0 jJ]|0o 0 1 — 001

SLIDE 49 Qg/
Transpunerea algoritmului FFT in lim '?Tatriceal se face prin factorizarea matricii
initiale DFT, dupa cum vom vedea\g@ le ce urmeaza.

Prima matrice din dreapta e%«}fponsabilé de separarea esantioanelor pare de cele
impare. Primele dou3 Iinii@ tru cele pare (x[0] si x[2]), urm3toarele doua pentru

cele impare (x[1] si x@)«

Ceadeadouam &-_'Lce, pornind din dreapta, corespunde calculului DFT-urilor de
dimensiune 2.?% identifica in continutul sau doua matrici W.

A treia ce, pornind din dreapta, asigura atat inmultirile cu radacinile unitatii, cat
si cal de suma si diferenta dintre termenii evidentiati in slide.

Totalul operatiilor: 8 adunari, nicio inmultire.
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Vizualizarea factorizarii matricii DFT in cazul N=8, 1/8

Matricea este prea complicata pentru un singur slide! s
1 1 1 1wy 11 @
1 wtow2 owALow? <</
W= (1 W2 w* ws ... wh¥| = . %
.
1 whoweowa oW

SLIDE 50 Qg/v

Vom parcurge rapid modul in care se Orizeaza aceasta matrice, explicatiile fiind
date pe fiecare slide in cele ce urg@; .

N\
&

4
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Vizualizarea factorizarii matricii DFT in cazul N=8, 2/8

PASUL 1: separarea esantioanelor pare de cele impare, prin matricea de decimare de ordin 8.
Acest pas nu necesita efectuarea de operatii aritmetice. Q“

1000000 O N
00100000 \g/
00001000 Ve
D._[00000010 e
o1 000000 <</®
00010000 S
00000100
00000001 X
\/?‘
¥
0\0
v

v
SLIDE 51 Q/

Primele patru linii corespund esant|o§~ r pare (x[0], x[2], x[4] si x[6]), iar
urmatoarele patru celor impare (x[1],x[3], x[5] si x[7]).
Fiecare linie va selecta esantlom{/ care este responsabila.
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Vizualizarea factorizarii matricii DFT in cazul N=8, 3/8

PASUL 2: Calculul a doud DFT de dimensiune N/2 = 4, corespunzitor esantioanelor de ordin par,
respectiv celor de ordin impar. Fiecare submatrice coincide cu W,, iar matricea este tip bloc-diagonala,
unde 0, este matricea nula de ordin 4, ce contine numai zerouri. Calculul celor doua DFT — 4 neces;j

total de 16 adunari.
A
11 1 1 1 \g/
1 j -1 —j %?“
1 -1 1 -1 @
[W4 04] _ 1 - -1 Q/

0; W,

e
|«
-
-
-
| |
- -
-

SLIDE 52 ?g/?\

Cea de-a doua matrice corespunde ¢ &U ui DFT-urilor de dimensiune 4. Se si
identifica in continutul sau doua @ i W,, prima responsabila de esantioanele de
ordin par, iar cea de a doua de e{/ ioanele de ordin impar.
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Vizualizarea factorizarii matricii DFT in cazul N=8, 4/8

PASUL 3: Inmultirea iesirilor celui de al doilea DFT — 4 cu W*. Matricea este de tip bloc-diagonald, unde I,
este matricea unitate de ordin 4. Se vor efectua numai 2 inmultiri (W? = —j nu necesiti operatii).

|40.|_ 1
0, As| 1

v
SLIDE 53 Q/

Aceasta matrice este responsabila de@B’ﬂltirea iesirilor celui de al doilea DFT-4 cu

wk. O
O
A
Qg

4
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Vizualizarea factorizarii matricii DFT in cazul N=8, 5/8

PASUL 4: Recombinarea finala a iesirilor X[k] si X[k + N/2] obtindndu-se suma si diferenta, prin utilizarea
matricei Sg. Acest pas necesitd un numar de 8 adunari.

1000 1 0 0 0 N/
01000 1 0 O© \g/
00100 0 1 0 ?“

S=[l. |.]=0001 0 0 0 1 %

L | PR 1000 -1 0 0 O @
0100 0 -1 0 0 <</
00100 0 -1 0 %
_0001000—1_?~

N
¥
0\0

4

SLIDE 54 Qio
Cea de-a patra, si ultima matrice, est &bonsabilé de efectuarea sumei si diferentei

dintre termenii X, si W¥X,. Prilﬁ) atru linii corespund sumelor, iar urmétoarele
patru corespund diferentelor ce.trebuie realizate.

K
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Vizualizarea factorizarii matricii DFT in cazul N=8, 6/8

n total, se efectueaza produsul a 4 matrici patratice de ordin 8, fiind necesare Q..
24 de adunari si 2 inmultiri.
2t
A\
Wa=[" |4].[|4 04]. W, 04]_08 g
|4 —|4 04 A4 04 W4 Q/
e
83
o
NN
v

SLIDE 55 Qg/v

Matricea DFT-8 se scrie ca produs al &‘4 matrici evidentiate anterior.
<

4
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Diagrama fluture DFT in cazul N=8, 7/8

x[0] o0 X[o]

T IV A
- *aowg XX a2 \\// o Q_
AT (A o

s

x[6]

1]

3

:>% 1:0 \} 1:03 /XX\XXXX X[4) \/@\/
i:z: >%3-0w,2 >O< 5-2W5 /A\ i;:: v

wg 7-1 W3 \§>raw J/ *\
x[7] X[7]
-1 -1
4x DFT - N=2 2 X DFT-N=4 1x DFT - N=8 %
Aceasta este transpi i i FFT intr-o diag flut

Pentru ca iesirile sa fie in ordinea X[0], X[1],...,X[7] este necesar ca intrarile” de al
pentru DFT-N=8, sa fie in ordinea 0, 2, 4, 6 — cele pare, si apoi 1, 3, 5, 7 — celd impare
Pentru cele doua DFT — N=4, care urmeaza, si care sunt independente unul ul,
iegirile acestora se redenumesc, pentru fiecare, in 0, 1, 2, 3, pentru a vedeg cine'au fost
de fapt noile intréri pare, respectiv impare. ey

Noile intrari ale primului DFT — N=4, vor fi deci: 0, de la 0, si 4, de 2! walrari pare,
respectiv 2, de la 1, si6, de la 3, ca intrari impare. &e

Noile intrari ale celui de al doilea DFT — N=4, vor fi deci:1, de la 0_"§] 5, ¥e la 2, ca intrari
pare, respectiv 3, dela 1, si7, dela 3, ca intrari impare.

Ajungand acum la cele patru DFT — N=2, ordinea intraril trebuie schimbata,
succesiunea par-impar fiind una fireasca. <S\

SLIDE 56

v

‘?~
&

Toate explicatiile sunt date pe slide. Qy“

SLIDE 56

Aceasta este transpunerea algorit@ FT intr-o diagrama-fluture.
0]

, X[1],...,X[7] este necesar ca ,intrarile” de aici,

Pentru ca iesirile sa fie Tn ordin

pentru DFT-N=8, sa fie in ord@O, 2,4,6 - cele pare, si apoi 1, 3, 5, 7 — cele impare.
Pentru cele doua DFT — N are urmeaza, si care sunt independente unul de altul,
iesirile acestora se rede%mesc, pentru fiecare, in 0, 1, 2, 3, pentru a vedea cine au fost

de fapt noile intrari

spectiv impare.

pa
Noile intrari ale prin-epDFT— N=4, vor fideci: 0, de la 0, si4, de la 2, ca intrari pare,
respectiv 2, de la 5i 6, de la 3, ca intrari impare.

Noile intrari al
pare, respecti

Ajungan

succe

Q

i de al doilea DFT —N=4, vor fi deci:1,de la0, si5, dela 2, caintrari
,dela1, si7,dela 3, caintrariimpare.
m la cele patru DFT — N=2, ordinea intrarilor nu mai trebuie schimbata,

a par-impar fiind una fireasca.|
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Concluzii: DFT in cazul N=8, 8/8

= Algoritmul Cooley-Tukey, prezentat anterior, este cel mai popular algoritm de calcul
a DFT, utilizat pentru N de forma 2¥ é“

= Exista o serie de algoritmi FFT utilizabili pentru cazurile in care N nu este de aceasta
forma 4}/

= Nu este necesar, in aceste conditii, s completam cu zerouri un vector Q}G ase
ajunge la o putere a lui 2 é

= Utilizarea algoritmilor de calcul rapid aduce beneficii important ea ce priveste
numarul total de operatii ce trebuie efectuate si implicit condu& reducerea
timpilor de calcul

SLIDE 57 Qg/v

Sa analizam cele obtinute pana acquy“

%l
K
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