CURSUL6

* DFT - TRANSFORMATA FOURIER PENTRU SEMNALE DISCRETE DE LUNGIME FINITA (TFD).
* BAZA FOURIER PENTRU CV. SCRIEREA CU SEMNALE SI VECTORI A BAZ
* DEFINITIE DFT. FORMA MATRICEALA. FORMA EXPLI

. §§,va.

» EXEMPLE DE CALCVL DFT.

+ REPREZENTARE IN DOMENIUL FRECVENTA Sl | ?‘%(RETARE.
* DISTRIBUIREA ENE SPECTRU.

« SINTEZA.
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&
<\\0\
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SLIDE 1 Qg/?~

n cursul precedent am evidentiat chLVburier si ne-am propus sa o utilizam pentru
semnalele discrete de lungime fini 0 ociate cu elementele lui CV.
Ganditi-va la CY asa cum a fost Q/ finit ca spatiu vectorial.

<
K
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Notatii pentru elementele bazei Fourier a lui CV

* Notatia sub forma de semnal:

_ J5tkn _
win]l=¢e/"", unde n,k=0,1,..,N—1

* Notatia sub forma de vector:

woy = o, wE

(k) _ i

unde w, /8 M si n=0,1,.5N—1

SLIDE 2

Am ,descoperit” in baza Fourier N semnole diferite, fiecare dintre ele de lungime N.
Reamintesc faptul ca indicele k este cet Care stabileste numarul de ordine al fiecarui semnal
wy [n] din baza si ia valori intre 0 sis(N-I). Fiecare semnal din baza, insa, are la randul sdu N
elemente (esantioane). Prin n ami,indicat numarul de ordine al elementului (esantionului) Tn
cadrul semnalului, care si el ia.¥ateri tot intre 0 si (N-1).

Retinem, deci, ca k este indicele semnalului In baza, iar n este indicele elementului
(esantionului) in fiecare semnal.

Fiecare element se calculeaza cu ajutorul formulei:

i2Tkn
wi[n] =e’n

Ce inseamna asta?
Avem o exponéntiald complexd e/®k™, de frecvents:
=2

Wi N
Am demonstrat ¢ multimea astfel definitd contine N semnale ortogonale in CV.
Am aratat ca putem exprima, insa, cele N elemente ale bazei Fourier folosind si notatia cu
vectori, exact ca in figura. Superscriptul k din paranteze ne va furniza numarul de ordine al
vectorului in baza, iar n pe cel al elementului component in cadrul vectorului.
Pentru a intelege si mai bine notatiile introduse subliniez ca diferenta este numai de notatii.
Nu exista nicio diferenta intre valorile elementelor din notatia ca semnal sau cea ca vector:

() aer iZen

W(k) = Wn Wk[n] = eJN
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SA NE REAMINTIM CE CONTINE BAZA FOURIER:

* {wy[n],wy[n], ..., wy_1[n]}- N semnale, de lungime N fiecare

X

wo[0] wq[0] wy_1[0] O
. WO.[l] . Wl[l] s WN*1[1] - desfasurat \3/
wolN = 1] Ly iv=11]  Lwystv— 1) X

I (O), w,(ll), (N 1)}"“ w@ w®, w1}, Nvectoréﬁ componente
i

ecare
notatie vector notatle semnal

.)
—
wk) = W(k) def wk[n &%}*—kn

<\\®

SLIDE 3 <</?~

Pentru o mai buna intelegere, prnw%ﬁ“paralela facuta pe slide pentru cele doua
notatii. De asemenea, haideti sabﬁ amintim cum arata in realitate vectorii, adica
elementele bazei Fourier in c analizat de noi, al lui C®* (se reiau, din cursul
anterior, slide-urile cu w(®, Q’ =0,..,63).
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Ce avem

X

* N vectori ortogonali, ce constituie o baza pentru spatiul vectorie@(.
* Vectorii bazei nu sunt, insa, ortonormali. Factorul de nor& rea

bazei este 1/v/N.
&

SLIDE 4 Q/v

Am aratat cd cele N componente (s ale/vectori) sunt ortogonale, dar nu ne este
asigurata ortonormalitatea. Prin ur, , va trebui sa normalizdm produsele scalare in
mod explicit, folosind factorul d{?/sbrmalizare evidentiat.

S3 nu uitdm niciun moment ntem in CV.
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Transformarea Fourier Discreta
(Discrete Fourier Transform - DFT)
aplicata semnalelorin timp discret de lungime finita

X, = (w®,x) - analiza: din domeniul timp — in domeniul frecvénts

1 <N e . . O R
X = EZL‘} X, w® — sintezi: din domeniul frecventd—>"in domeniul timp

SLIDE 5

Fiind dat un element arbitrar al lui CV;,381 numim x, dorim s3 exprimam acest vector
in noua baza Fourier.

Stim ca formula de analiza a lui x he'va furniza N noi coeficienti pentru vectorul x scris
in raport cu noua baza.

Fiecare dintre acesti coefieignti, pe care i vom nota cu X, va fi dat de produsul scalar
al lui x cu vectorul corespunzator W(k’), al noii baze.

Daca vrem sa revenim-ta reprezentarea originala a lui x, trebuie, pur si simplu, sa
fhsumam o versiune' scalata a tuturor elementelor din baza, unde factorul de scalare
nu este altcinevaidecat coeficientul X, gasit in formula de analiza.

VA rog sa retineti ca deoarece baza nu este ortonormald, va trebui sa normalizam
undeva,.)Alegem sa normalizam chiar in formula de sinteza, prin impartirea sumei cu
N.

Aceasta este transformata Fourier discreta DFT!
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DFT sub forma matriceala

2T
Dacd notam Wy, & W = e/~ (folosim W cand N se subintelege din context), atunci
matricea schimbarii bazei este W, adica matricea cu elementele Wy}, data prin:

1 1 1 1 1

1wt w2 w3 e, WAL
w= |1 w? w# we .. WAN-D)

1 WN-1 wa2(N-1) W3.(.I\;—l) . W(N—l)2

X = Wx - formula pentru analiza

1 .
X = NWHX — formula pentru sinte%a

SLIDE 6
Pentru a sublinia ca DFT este doar_,e \Operatie de algebra liniara, putem exprima
schimbarea bazei si in notatie matriCegla.

LT
Deci, dacd definim Wy & W =8N (cu notatia W folositd numai atunci cand N este
evident din context), putemdscrie aceastda matrice W, care contine elementele (aflate
la intersectia liniei p cu coloana g, notate W, ,):

L2TC
Wpe= Wy =% curp,q=0,1, ..., (N-1)
Cu aceasta notatigfarmula de analizd devine:
X =Wx.
Deci matricéa)'(vectorul) coeficientilor Fourier se obtine prin produsul matricei
definite decnoi, W, cu matricea (vectorul) original x.
Invers, formula de sintezd ne va permite sa recuperam vectorul original, exprimat prin
matricea x, efectuand produsul dintre hermitianul lui W, respectiv matricea notata cu
WH cu vectorul coeficientilor Fourier, exprimat prin matricea X, totul inmultindu-se
cu raportul de normalizare 1/N.
Reamintesc faptul cd hermitianul W¥ se obtine prin conjugarea tuturor elementelor
lui W, dupa care se face transpunerea matricii obtinute.
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DFT in forma explicita

Formula pentru ANALIZA
N puncte x[n] din domeniul timp — N puncte X[k] in domeniul frecventd

N-1
Xk =Y xnje7 %™, k=0,1,..,N-1
n=0
Formula pentru SINTEZA

N puncte X[k] din domeniul frecventd — N puncte x[n] in domeniul timp

N-1
x[n] = % SO XIKEF™,  n=0,1,, 0oW-1
k=0

SLIDE 7

Un al treilea mod de a privi transformarea Fourier discreta DFT este prin luarea in
considerare, in mod explicit, a opératiilor si semnalelor implicate in transformare.
Ceea ce realizam, de fapt, este produsul scalar intr-un mod explicit. Aceasta abordare
este deosebit de utila daca derim sa evidentiem natura algoritmica a transformarii.
Observam ca in cazul analizéi semnalului trecem de la N puncte x[n] din domeniul
timp la N puncte X[k].din domeniul frecventd. Ne referim la coeficientii X[k] ca la
spectrul semnalului.

Formula de sinteza_éste duala celei de analiza, cu singura diferenta ca aici trebuie sa
ne amintim sagpunem in fata coeficientul de normalizare. Si astfel, in cazul sintezei
semnalului, fagem cale intoarsa si trecem de la N puncte X[k] din domeniul frecventd
la N puncte x[n] in domeniul timp.

Sigur sagesta este momentul potrivit pentru a va reaminti ca, desi folosim cuvantul
LtimpY, suntem in lumea timpului discret, iar aici timpul este o marime
adimensionald. Deci nu ne gandim la timp in sensul exprimarii sale in secunde sau in
oricare alta unitate fizica de madsura, ci doar la un indice n care se misca in multimea
numerelor intregi.
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Liniaritatea DFT

DFT {ax[n] + By[n]} = a DFT {x[n]} + B DFT{y(n]}

SLIDE 8

Vom continua cu cateva exemple de calcdl a transformatei Fourier discrete DFT.
Tnainte de toate, evidentiem o progrigtate pe care o vom folosi in cele ce urmeaz si
care este imediata chiar din defihitia produsului scalar. Ne referim la faptul ca
transformata Fourier discreta-DfT este un operator liniar.

Daca aveti transformata DETa sumei a doi vectori, aceasta va fi egala cu suma DFT-
urilor vectorilor.

Acelasi lucru este valabil'si pentru inmultirea cu scalari.

Relatia din slide reuneste aceste doua proprtietati.
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DFT pentru  x[n] = 46[n], x[n] € C"

N-1
X[kl =" o[n) eI ink OQ'

n=0 \/
1— | | ﬂL’“ t\
0 e -»- * 0
15
0\

SLIDE 9 <</?~

Primul exemplu este DFT pentru sem Mde/ta in timp discret: 6[n].

Sa ne amintim cum arata reprez %acestw semnal in domeniul timp. El este 1 1n
0 si 0in rest, pe toatd lungimea 1& a semnalului.

Acum, daca folosim formulaég/flmtle a transformatei DFT, vom vedea ca semnalul
6[n] va ,izola” doar prima@o ponentad, restul fiind nule. Deci rezultatul va fi 1 pentru
toate valorile indicelu% 4iar transformata Fourier a semnalului delta in timp discret
este constanta 1.

Cu alte cuvinte , reprezentat in domeniul frecventa, contine toate frecventele
din gama p05| frecvente.

@?‘
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DFT pentru x[n] =1, x[n] € C¥

N-1 "
X[k =) e Tk

n=0 \/
= N6[K] ?&
&
1 i 16 |- AN .
@
o

0 0 Ab}/ -

0 15 {\‘ 15

<\\®

SLIDE 10 Qg/v

Exemplul dual este DFT pentru semn Rh‘)itate in timp discret: u[n].

Cum aveti valoarea 1 pentru toate Malgrile indicelui de timp n, daca efectuati produsul
scalar veti vedea ca transforma% ourier corespunde unui semnal delta. Acest lucru
este destul de intuitiv pentru-cd nu este nimic altceva decat formula de ortogonalitate
pe care am demonstrat-o(? erior. Deci rezultatul obtinut va fi egal cu N in 0 si, in
rest, O peste tot. ’

@)
&
&

&
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DFT pentru x[n] = 3cos(27/16 n), x[n] € C**

x[n] = 3cos (i6 ) X[k] = (win], x[n])
3
-sen (50 SN —
; 2 (welel, walel) + 3 well, el
2[el°‘4n+e_1“4n] 96 pt k=4, 60
3 0 ln rest

=3 [ej%«;n eﬂ’*eon]

= > (waln] + weola])

SLIDE 11
Sa incercam acum sa calculdm DFT in cazul unei functii sinusoidales
21
x[n] = 3 cos (En).
Suntem in C®*, deci dimensiunea spatiului vectorigh\este N=64. Frecventa fundamentala a
transformarii Fourier va fl , iar frecventele din bazg-Eourier vor fi multipli ai acesteia:
wy, D2,
k <64
Avand in vedere acest lucru, vom incepe prinfa exprima frecventa sinusoidei date ca multiplu al
frecventei fundamentale a acestui spatiu vectorial

Deci argumentul cosinusului 1l scriem-+ca: —n = a4n

Vom exprima acum cosinusul cu ajutorul exponentlalel complexe, folosind formula lui Euler, de
unde rezulta ca:

: : 2ny, e,
el e7J% 21 el6a*™ 4 o7
cosx ={(————- = cos|—4n| =
2 64 2

Dupa ce efectuam_falécuirea, ceea ce deranjeaza este semnul minus de la al doilea exponent.
Putem scapa simplu de el prin addugarea convenabild a unui multiplu intreg de 2m la acest
exponent (in cazul nostru j2mn) si obtinem:

21 2m
] 4n + j2mn —]—60n
Asadat;rezulta imediat:
3
x[n] =S (wa[n] + weo[n]).
Dupéa parcurgerea acestor pasi, calculul DFT este simplu. Putem folosi faptul cd X[k] se exprima

ca produsul scalar al fiecdrui vector din bazd wy[n] cu x[n] si exploatdm proprietatea de
liniaritate a DFT. Se ajunge la rezultatul din slide.
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Reprezentarea
DFT pentru x[n] = 3cos(2r/16 n), x[n] € C**

OQ‘
o > s %4
~100 | ?y
®%
100 §/

Re

1y

32

—-100 LN
N
?\V
SLIDE 12 <</

Putem acum reprezenta graficul DFT @Ctlel considerate. Acesta va fi O peste tot in
partea reald, cu exceptia punctel 60, in timp ce partea imaginara va fi O peste
tot.
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DFT pentru x[n] = 3cos(27/16 n+ n/3), x[n] € C*

il =3c0s (2 n+ ) X = (wlal )
o " 96€/5  pt /\g}’
= 3 cos (a- 4n+ 5) — gﬁe—j§ @Y‘: 60
3 0 %<</ n rest

=3 |/4nei5 4 eitianeit ]
WX

- g(ei% waln] + =13 weo[n])
&
A

v

SLIDE 13 Qg/?\

Sa incercam acum un alt exemplu. Ln.%;?%celasi cosinus ca mai inainte, dar adaugam
si o faza initiala. Artificiile de calcul_pe care le folosim sunt aceleasi, iar rezultatul la
care se ajunge este cel dat in sli
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Reprezentarea
DFT pentru x[n] = 3cos(27/16 n+n/3), x[n] € C*

e
e
X[
V4

Re
(=]
|

~100 J [ g o r
0 32 E 64

E o0 ;j - o’ £ : = Q a s
» l | ’ 0 J?\?‘ 2 54J
Nat
o
N

v
SLIDE 14 <O

Vom reprezenta DFT exact ca mal i BTe insa, de aceasta datd, vom avea valori

nenule atat in reprezentarea partu , cat si in cea a partii imaginare.
Probabil o modalitate mai cl e a reprezenta aceasta transformata Fourier, este de
a reprezenta grafic atat a udinea, cat si faza coeficientilor Fourier.

Amplitudinea va fi egala cu 96, atat pentru k = 4, cat si pentru k = 60, iar faza va fi
egald cum/3 pentru@- , respectiv cu —mr/3 pentru k = 60.

Acest mod de rezentare a rezultatelor ne ajuta sa separam amplitudinea
sinusoidei de sa. Spunem ca reprezentam astfel spectrul de amplitudini si cel de
faze.

g
@?‘
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DFT pentru x[n] = 3cos(2w/10n), x[n] € C*

2T 2T 27
— — < —T7
5°<10 <6a

SLIDE 15

Cum vom proceda, Tnsa, atunci cand_avem o sinusoida a carei frecventa nu mai este
multiplu al frecventei fundamentale® corespunzatoare spatiului vectorial in care
lucram?

De exemplu, s ludm x[n] =38%os (i—’;n) in C®*. Frecventa semnalului nu este un
astfel de multiplu, dar se Thcadreaza intre limitele din slide, convenabile pentru noi
deoarece sunt multipli-ai frecventei fundamentale z—z.

in astfel de cazuri_se calculeazd DFT numeric, deoarece DFT este un algoritm care
necesita un numar finit de operatii si poate fi calculat cu precizie buna folosind, spre
exemplu, MATLAB.
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Reprezentarea
DFT pentru x[n] = 3cos(2w/10n), x[n] € C*

100 Q-.
S A O
X Q>’
; el
0 32 64 %
,<<§\
™ v“o
% 0 [T |
. &
\)
N

SLIDE 16 Qg/v

Exista algoritmi foarte eficienti cu ?}?arm carora se ruleaza DFT intr-un pachet
numeric si se pot reprezenta ampl't®| ea si faza.

lata in figura rezultatul obtinut jn~atest mod pentru semnalul considerat. Ceea ce se
intdmpla important in aces prezentari este in vecindtatea momentelor 6 si 7,
respectiv (63-6) si (63-7), Q cum se poate vedea, atat in cazul amplitudinii, cat si a
fazei. Era de asteptat acest lucru tinand cont de aproximarea facuta anterior. Trebuie
remarcata, insa, exis@%a unor contributii nenule pe reprezentari la toate momentele

dintre O si 63. %O
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Haideti sa fixam putin notiunile

*Ce este DFT?

* Ce intelegem prin analiza semnalului?

* Ce intelegem prin sinteza semnalului?

* Cum trebuie interpretati coeficientii DFT?

SLIDE 17

Pana acum am studiat in detaliu transfarmata Fourier discreta (DFT), care reprezinta
instrumentul de analiza Fourier pentru‘'semnalele discrete de lungime finita.

DFT nu este altceva decat o simpla-schimbare de baza.

Formula de analiza (deplasarea din domeniul timp in domeniul frecventd) este data
de produsul scalar al semnalului cu fiecare dintre vectorii bazei Fourier.

Formula de sintezd)(de trecere din domeniul frecventa in domeniul timp) este o
combinatie linigra a vectorilor din baza, scalati cu coeficientii pe care i-am gasit in
formula de analiza.

in celsmiai general caz, coeficientii DFT sunt numere complexe si, prin urmare, au o
parte'Yeald si una imaginara. Pentru a interpreta acesti coeficienti este convenabil sa
le reprezentam amplitudinea |X[k]| si faza £X[k] (intre - 7 si 7).
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Interpretarea reprezentarii DFT

X[kl
IXTKIl

0 N2 N-1 0 N/2 N-1
—_—
—_—
frecvente < 7w (sens trigonometric = sens invers acelor de ceasornic)

te > 1 (sens anti ic = sensul acelor de ceasornic)

X[k

0 N/j2 AL

—— L
Frecvente joase \\/_/ Frecyenge joase

(lent) fent)
Frecvente inalte (rapid),

SLIDE 18

intr-o reprezentare a DFT, frecventele “cuprinse intre 0 si N/2 corespund unor
frecvente mai mici decat m si le_intérpretam ca rotatii, pe cercul unitate in sens
trigonometric (= sens invers acelor.de ceasornic), ale punctului in planul complex.
Frecventele cuprinse intre N/2&i (N-1) corespund unor frecvente mai mari decat m si
corespund unor rotatii TA)sens antitrigonometric (= sensul acelor de ceasornic).
Frecventele apropiate de 0 si (N-1) corespund frecventelor joase, in sensul ca indica o
incetinire a rotatieiy-pe cerc, sensul acesteia putdnd fi trigonometric sau
antitrigonometrie,

Frecventele apropiate de N/2 corespund frecventelor inalte, adica celor mai rapide
rotatii pe cere.8i pot fi fie in sens trigonometric, fie in sens antitrigonometric.
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EXEMPLUL 1 de interpretare a reprezentarii DFT

x[n] =1 (cel mai lent semnal)
o3
66 Q>/
55 \/
v

33
22
11

[X[K]|

T T T T T

, ¢
0 32 B W
2
(doar frecventa cea mai joasa
™
N

v

v
SLIDE 19 <O

Deci, daca ne intoarcem la exemple W‘Ilzate mai inainte si-l consideram pe x[n]=1,
observam din analiza reprezenta & ca acesta este cel mai lent semnal posibil, in
sensul ca el nu se schimba nicio éé ramanand constant pe toata durata vietii sale.

in mod corespunzitor, tran ata sa Fourier contine doar coeficientul X[0] nenul,
ce corespunde celei mai{mici frecvente. De fapt, aceasta nici macar nu este o
frecventa in sensul ch%scut, deoarece k=0 corespunde absentei miscarii.

O -
Ke

N
&
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EXEMPLUL 2 de interpretare a reprezentarii DFT

x[n] = cosmn = (—1)" (cel mairapid semnal)
X

33 v

22
11 s

: 32 T
m?‘
(doar frecventa cea mai i
N

<\\®

X[k
| I I 1 U
1 1 | | |

SLIDE 20 Qg/v

Dimpotriva, daca luam x[n]= cos(m%yére este egal cu (—1)", acesta este cel mai
rapid semnal in timp discret, DFT- I@ avand un singur coeficient diferit de zero, insa
exact in punctul corespunzator t@/lbentei celei mai inalte.

<
K
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Cum se distribuie energia?

Teorema lui Parseval ”xllz =% |Otk|2
(de conservare a energiei):

N-1 1
> Ixinl? =
n=0

N

-1
> X[k
k=0

2|

Energia semnalului pe frecventa w; = 27" k este.proportionala cu
patratul amplitudinii coeficientului DFT.de rang k: | X[k]|

SLIDE 21

Facem acum trimitere la rezultatul cupescut sub denumirea de teorema lui Parseval.
Tn esentd, aceasta exprimd faptul ¢d energia unui semnal nu se schimbd prin
schimbarea bazei, adica energia se’conserva indiferent de domeniu, ea fiind aceeasi
in domeniile timp si frecventa;

Acum, patratul amplitudifii® |X[k]|, a coeficientului DFT de rang k, ne oferd o
informatie importanta c¢u privire la cantitatea de energie asociata oscilatiei

corespunzatoare care~intra in compunerea semnalului. Prin urmare, energia

. _ . 2m . . «
semnalului pe _o~anumita frecventa a)kzwk este direct proportionalda cu

amplitudineay| XTk]|.
Vom detalia.in cele ce urmeaza.
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EXEMPLUL 3 de interpretare a reprezentarii DFT

x[n] = 3cos(27/16 n) (sinusoid)
o3
2l
\%
K
>
3l2 ) v

Energia semnalului este concentrata in doua puncte, corspunz?&! la o aceeasi frecventa
(o datd in sens trigonometric si a doua oard in seé titrigonometric)

T T T T T T

|X[]]
caB&EREY

0

N
?\v
SLIDE 22
Daca ne intoarcem la unul dintre Qzeyw“ plele analizate anterior, respectiv aceasta
sinusoida, avand frecventa multipl recventei fundamentale a spatiului vectorial in
care se lucreaza, asa cum am aratat) vedem ca amplitudinea este diferita de zero doar
in doua puncte, iar aceasta i faptul ca energia semnalului este concentrata doar

pe aceste doua componenQ i nicaieri altundeva.

N
&
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EXEMPLUL 4 de interpretare a reprezentarii DFT

x[n]=n:2_:6[n—h], n=01..., N-1 @V

= u[n] - u[ln - M| x[n] =u[n] — u[n - M]

IX[K]|

O =N Wwa G,

energia este distribuita cu precadere in zonele
fr;@xelor joase

N
O

v

SLIDE 23 Qg/v

Daca se urmeaza pasii de calcul a DF'QFﬁtru semnalul treapta unitate de lungime M,
in spatiul vectorial CV, se obtine éprezentarea din figurd si vedem c3, desi cea mai
mare parte a energiei este con@até pe frecventele joase, va exista energie in tot
spectrul. Deci va fi nevoie d rgie la toate frecventele pentru a se crea o astfel de

treapta. Q
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DFT pentru semnale reale

Pentru semnale reale DFT este caracterizata prin
simetrie in amplitudine

IX[K]| = IX[N-K]| . k=1,2,...,|N/2]

|| !
|
\
T U T T T ‘ ‘
0 | 2 3 4 0 1 2 3 4 )
N = 5. (lungime impara) N = 6. (lunginm@para)

SLIDE 24

Tn sfarsit, haideti s& incercdm s formalizim ceva.Ce probabil ati observat deja.

Ma refer la faptul ca reprezentarea DFT in@mplitudine, pentru semnalele reale, este
una simetrica. Cand folosim cuvantul_simetrie punem si ghilimelele de rigoare,
pentru ca la semnale in timp discret de-lungime finita, simetria depinde de paritatea
lui N, a lungimii semnalului. Pentrursemnale de lungime impara vom avea o situatie,
iar pentru semnale de lungime-para vom avea o alta situatie.

Tn general, ceea ce observam-ééte ca amplitudinea coeficientului DFT de rang k este
egalda cu amplitudinea cogficientului calculat in (N-k), iar acest lucru este valabil
pentru un k care merge-de la 1 pana la parte intreagd din N/2, notata cu [N /2].

Cazul lui N-impar

Deci, in cazul semnalului de lungime impara, lucrurile se petrec astfel:

Coeficientul din’0 este liber.

Coeficientul. din 1 va avea amplitudinea egala cu cea corespunzatoare coeficientului
din (N-2).>Cum reprezentdrile sunt facute pentru cazul particular N = 5, vom avea
aceeasi~amplitudine pentru coeficientul din 1 si cel din (5-1)=4, respectiv pentru
coefitientul din 2 si cel din (5-2)=3.

Cazul lui N-par

Acum, daca ludam un semnal de lungime para, sa spunem N=6, coeficientul din 0 va fi
liber.

Vom avea aceeasi amplitudine pentru coeficientul din 1 si cel din 5, respectiv pentru
coeficientul din 2 si cel din 4. Coeficientul din 3 va fi liber.
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De cate puncte din cele N este nevoie
pentru reprezentarea DFT in cazul unuisemnal real?

CONSECINTA SIMETRIEI:
in cazul semnalelor reale reprezentarea amplitudinli necesitd numai |[N /2| + 1 pun@

R
e“'

I | ,Iv
0 1 2 0 \y“
N =5, (lungime impara) WG (lungime para)
A\
O
QO

v

v
SLIDE 25 <O

Concluzionam ca pentru un semnal r@&’mplltudmea coeficientilor DFT este complet
specificata de |[N/2| + 1 coeﬂcneﬁg

Daca N=5, avem nevoie doar de\/ coeficienti, iar pentru N=6, avem nevoie doar de
patru coeficienti.

Motivul pentru care se in Ia acest lucru este ca atunci cand luam DFT pentru un

semnal real, desi ajungem la coeficienti complexi, acestia vor fi complex conjugati si,
deci, de acelasi mod@ icd aceeasi amplitudine).

&
&

&

l

3

N ——00

Processed using the free version of Watermarkly. The paid version does not add this mark.
25



Analiza semnalului misterios

Re

Im
N
]
N

0 170 340 510 680 850 1020 116

SLIDE 26 g_((/v
Va amintiti cu siguranta ca la startul ?b ului privind analiza Fourier am pornit de la
un semnal ,misterios”. V-am ariﬁ(;g tunci cd prin schimbarea bazei in care este
reprezentat semnalul, trecand Ja“\baza Fourier, dintr-o data am putut vedea o alta
reprezentare care pdrea sa ere mult mai multe informatii cu privire la semnal.
Acum ne putem intoarce IQa el exemplu si putem sa-l analizam aplicand ceea ce stim
despre DFT. %

9
Luand transform ﬁ)DFT a semnalului si reprezentand partile sale reald si imaginara,
observam per a de varfuri care apar in pozitii simetrice in spectru. Stim deja ca
acest lucr i@cé prezenta unei componente sinusoidale puternice si, mai important,
e o co nta sinusoidala care are frecventa un multiplu al frecventei de baza din
spati ctorial in care ,traieste” semnalul.
Da@rivim in detaliu la ce se intdmpla Tn spectru, vedem ca varfurile sunt pentru k =
64 si pentru k = 960=1024-64. De asemenea, vedem ca varfurile apar doar in partea
reald a spectrului si ne amintim ca acest lucru se intdmpla numai atunci cand avem
de-a face cu un cosinus.
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Concluziile analizei

x[n] = cos(wn + ¢) + n[n]

cu
¢ = )
_ T 0
@ = 10249
<)
0\
"4

SLIDE 27 ?g/v

Deci, dintr-o simpla inspectie vizual3, %‘ a ce sa ne asteptam cu privire la semnal:
va exista o componenta in cosinus @'} re va trebui sa-i determinam frecventa si faza
initialad, si va mai exista si o alta @ponenté pe care o presupunem a fi una de
zgomot, in sensul in care ea?@rezinté nicio structura identificabila.

Deoarece in reprezentare@ tii imaginare a DFT nu se distinge vreun varf anume,
putem presupune ca faza<osinusului este 0.

n ceea ce priveste f@ nta, stim ca varful apare la k=64 si, cum suntem intr-un

. . . 2
spatiu cu 1024 ncte, frecventa va fi egala cu T72T4 64.

Daca reprezgg?n cele doua componente separat, vedem ca avem un cosinus (cu 64
de perioa@[ 24 de puncte) si mai avem o componenta suplimentara de zgomot.

N\
&
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SINTEZA:
generatorul de exponentiale complexe

Qo N o

SLIDE 28

Pana acum am privit DFT ca pe un instryment de analiza a semnalului.

Ne oprim, in cele ce urmeaza, asupna proprietatilor de sinteza ale DFT, si urmarim
cum construim semnalul pornind de la coeficientii DFT.

Pentru a intelege mai bine cdmfunctioneaza formula de reconstructie DFT, este util
sd ne imaginam generatorul sinusoidal standard care lucreaza pe una dintre
frecventele standard din baza Fourier.

. v 4 | v v o 2T . . 2m .
Consideram o exporientialda complexa de frecventa Wk’ deci un multiplu de ~ s sicu

o faza initiala ¢gpModul in care acest generator functioneaza este prin generarea
succesiva a punctelor de pe cercul unitar, incepand de la faza initiala ¢, si inaintand

Py . \ 21
in pasi egalixcu Wk'
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SIMBOL UTILIZAT

X
<&
Ag— @ Kk F— Akei(%rk"‘*‘d’k)%?y
Pk— Q/@

o)

SLIDE 29 Qg/v

Vom simboliza acest generator pri@h bloc precum cel figurat, foarte clar ca

notatie. O
&
Q.

4
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SINTEZA SEMNALULUI

So

A—| () o Ac = [XIKII/N

do—

Aj—e S ok = LXK

o1—

©
Ay—s @2
©)
©

1

42— x[n]

AN—2—
ON—2—

N—3

AN-1— N-1

ON-1—

SLIDE 30
Se considera un numar de N astfel de genératoare.

. v . 27T
Se fixeaza frecventa celui de-al k-lea.generator (la valoarea: w;, = Wk)'

Se fixeaza amplitudinea A, acelui de-al k-lea generator (la valoarea |Xy|/N, unde
| X | corespunde valorii absalute a celui de-al k-lea coeficient DFT).

Se fixeaza faza initiala ¢ a celui de-al k-lea generator (la valoarea £X;, ce
corespunde valorii faz€i-celui de-al k-lea coeficient DFT).

Se da startul pentru toate generatoarele la acelasi moment si se insumeaza
rezultatele S aledesirilor. Rezultatul insumarii iesirilor va fi chiar x[n].
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EXEMPLU

x=[1234321]" k Ak Ok
5 &
@)
| 2l
2.2857 0.00%

A 0
1|0.7213 | -2.
il 2 | 0.0440 6
i I 3 | 0.0019¢ 31.7952
o 4009@;1.7952
510 -0.8976
q \e~7213 2.6928
&
Q
b d

@

SLIDE 31
Sa consideram semnalul din figura, %Fﬁrma triunghiulara. Efectuam pentru acesta
analiza Fourier, obtinand cei §ap ficienti Fourier enumerati in tabel, in termeni
de amplitudine si faza.

Initializam cele sapte generaéze cu Ay si ¢y, obtinute in partea de analiza.

Vom insuma iesirile S, pe a obtine semnalul original.

Vor urma, de fapt, sapte pasi in care culegem pe iesire, succesiv:

) So
éC)O So+ 51

@?\ SO +Sl+52

\% SO+51++S6

&
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v
SLIDE 32 ?gg/
lata cum procedam. qg

Pe linia de sus vom figura, pe réa\g sirea fiecarui generator, incepand de la k=0,
pana la k=6.

Pe linia de jos, vom figura s?@tumulaté a iesirilor, corespunzatoare fiecaruia dintre
cei sapte pasi evidentiati aQ ior (pe masura ce k parcurge valorile de la 0 la 6).

g
. v . ~ 2m . v
Primul generator e '@:e‘l corespunzator lui k=0, cand frecventa este wy = 70' adica
0, iar iesirea est si simplu o constantad, egala cu 4.

Suma cumu%?hre de aceasta data doar un singur termen Sy, = A, corespunzator
iesirii primblui’'generator.

N
&
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S
0\0

v

v
SLIDE 33 <</

Pentru k=1 avem o sinusoida cu o a &"ta faza initiala ¢, si o anumita amplitudine
A4. Suma cumulata va avea acum @Q%Ermem corespunzatori iesirilor primelor doua
generatoare: Sy + S;.

Ce am avut pe prima iesire \(gurat cu gri, iar ce se adauga acum, corespunzator
iesirii celui de-al doilea gen@ tor, este figurat cu rosu.

Observam ca parte%a/a semnalului incepe sa arate ca un triunghi.

Avem, de asemene arte imaginara semnificativa, neneglijabila, care va trebui sa

dispara in cele di Gjmé (amintiti-va ca am plecat de la semnalul triunghiular real si la
el trebuie sa a em).

g
@?‘
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SLIDE 34 <</

La al treilea pas, suma cumulata va @ba ce am obtinut anterior si este figurat cu
gri, la care se adauga ceea ce@ lege pe iesirea celui de-al treilea generator,

corespunzator lui k=2 si figurat
Suma cumulata va fi: Sy + él

S
Pe masura ce avansam v g; ca amplitudinea este foarte mica si vor fi doar mici

ajustari ale sumei. Estesfoarte dificil sa vezi diferenta dintre acest pas si pasul
precedent. O .

O
o
N
&
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Akei(g,;-—'kn+¢k)

3 Ay el G knt-i)
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SLIDE 35

v

?»

Facem al patrulea pas: So + S; + S, ?g“pentru k=3.

Aici totul este foarte asemanator (9

ajustari.
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SLIDE 36 Qg/v

La al cincilea pas, cand obtinem S, + ?—T— -+ S, pentru k=4, ajungem in partea din
spectru corespunzatoare parcurgeri in‘sens invers acelor de ceasornic.
Au loc mai multe ajustari si ?nce{/ se reduca partea imaginara la zero.

<
K
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k=5 Re Im
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SLIDE 37 Q_((/?”

Aici observati o alta usoara ajustare. Qy‘
O
O
<
Q.

4
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k=6 - Re - - Im - OQ..
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SLIDE 38 <</

in cele din urm3, cand k=6, uItimuIQ)Fﬁuent va anihila partea imaginara si ne va
returna exact semnalul triunghiula care il asteptam.

&
&
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Lordul Kelvin si prezicerea mareelor

SLIDE 39 Qg/v

Masini asemanatoare de reconstruct ?s“emnalului au fost folosite n trecut pentru a
prezice mareele. Mareea este un &en periodic la care odata ce i-ai determinat
caracteristicile, poti folosi datel&erimentale pentru a prezice evolutia mareei ca o
suprapunere de componen %’musoidale. Masina, care a fost initial inventata de
Lordul Kelvin, nu este al a decat o implementare mecanica a unei masini de
reconstructie DFT. ’

@)
&
&

@?‘
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Amintiti-va utilizarea bazei Fourier
in cazul semnalului dreptunghiular

N .
kg sm(;: I i)ﬂ-t OQ-.
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O 7
\)

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITW\LELOH

v

T
-1 0

-

SLIDE 40 Qg/v

Pentru a intelege mai bine ce inseam “%meniul timp si domeniul frecventa, haideti
sa ne reamintim exemplul utilizarii Qggi Fourier pentru semnalul dreptunghiular, asa
cum am facut-o la momentl.kl/ ezentarii acestuia si a punerii Tn evidentda a
fenomenului Gibbs. Semn -a recompus din combinatia liniarda de sinusoide

evidnetiata. Am vazut ca ch t N este mai mare, cu atat aproximarea este mai buna.
V4

@)
&
&

&
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Domeniu timp vs domeniu frecventa

&
({>/O
?y

J,
V?prezentare in domeniul frecventa

N/
¥
0\0\

Componente sinusoidale

Reprezentarein domeniul timp

V

SLIDE 41

in desenul din figurd, realizat doar tru 0 mai buna intelegere a termenilor,
observati comparatia facuta mtrs@ rezentdrile in domeniul timp si in domeniul

frecventa.
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