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SLIDE 1 <</?~

Una dintre cele mai mari realizari ale ?‘esaru digitale a semnalelor este capacitatea
de a comprima eficient informati %Lnte de a fi transmisa. Acesta este si motivul
pentru care ne putem bucura t de mult continut digital pe o varietate intreaga
de dispozitive fixe si mobile.
Vom vedea, mai tarziu, ch%transpune problema compresiei in termeni de operare
in spatii vectoriale.

Vom incepe prin a nta conceptul de subspatiu vectorial, apoi vorbim despre
aproximari si 6) continua prin aproximarea unei functii folosind polinoame
Legendre, mete% care se va dovedi a fi mai eficienta decat dezvoltarea in serie

Taylor. %
Q?*
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O SCURTA RECAPITULARE CU PRIVIRE LA CEEA CE AM
PARCURS DIN CAPITOLUL DE SPATII VECTORIALE

* Am ad|u|5 argumente importante in favoarea utilizarii spatiilor vectoriale in studiul procesél@
semnalelor

. Amf_fégut in permanenta analogii si am dat exemple din spatii vectoriale ce permit repr
graficad

Am definit produsul scalar si am insistat pe interpretarea lui ca furnizor al gradulu@ilitudine

Am definit spatiul vectorial cu ajutorul axiomelor ce trebuie respectate in cadrul acestei str ct@
e(éh!rea

(de asemanare) intre vectori

* Am definit ortogonalitatea vectorilor, norma unui vector, ortonormalitat%}@istanta dintre
vectori

* Am formulat definitia bazei spatiului vectorial si am discutat si despre ce@:e inseamna o bazd
canonica

[ i . ) e J T,

* Am stabilit cd orice vector din spatiul vectorial se reprezinta in mo@unic ca o combinatie liniara
de vectori ai unei baze a spatiului si am vazut cum putem determina coeficientii din aceasta
reprezentare

* Am stabilit cum se procedeazd pentru schimbarea bazei, dén@glusiv exprimarea matriceala

v

SLIDE 2 Qg/?~

Sa facem o scurta trecere in revista a@B? studiate Tn cursul trecut.
<&

4
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SUBSPATIU VECTORIAL

care, prin operatiile de inmultire cu scalari si adunare, rezultatul operdrii ap
indiferent cum se aleg elementele din S cu care se opereaza.

Cu alte cuvinte, S este o submultime a lui V, inchisa la adunarea si inm@rea cu scalari.

Subspatiu vectorial - orice submultime, S, de elemente ale unui spatiu vect@‘,’pel‘ntru
u

.)?\
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SLIDE 3 Qg/?\

Conceptul de subspatiu vectorial este &N foarte simplu.

Subspatiul se compune dintr-o @ e de vectori din spatiul vectorial considerat
care este inchisa la adunarea v tblor si la inmultirea lor cu scalari.

<
K
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Planul euclidian R? ca subspatiu
al spatiului vectorial euclidian R3

R? c R3 OQ-
e(? Q>/
?\/

el0)
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SLIDE 4 Q/v

euclidian. Planul este un subspati
din plan, prin operatiile permis%
acea combinatie liniara obti

Exemplul clasic, Tn acest sens, est\g}ﬂreuclidian ca subspatiu vectorial al spatiului

paraseasca planul evadénQn a treia dimensiune.

4
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Subspatiul functiilor simetrice din L, ([—1, 1])

| | &
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SLIDE 5 <</?~

Putem extinde conceptul de subspatistm spatii vectoriale mai complicate, cum sunt
spatiile vectoriale de functii. O
Dam ca exemplu multimea func{?}} simetrice ce apartin lui L, ([—1, 1]).

Aceasta este un subspatiu ece se poate demonstra ca ori de cate ori luam o
combinatie liniara de funcfii*pare (simetrice) pe acest interval, vom ajunge tot la o
functie para (simetricd). Exemplificam, pentru intelegere, cu functiile
cos(mt) si cos(5m) tii pare pe acest interval, ambele simetrice in jurul lui 0.

Observam ca dacg“@msumém, rezultatul va fi si el unul simetric in jurul lui O.

X
\%
&

&
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Subspatiile vectoriale au bazele lor vectoriale
proprii

R2CR?

Baza vectoriald a lui R? in R3 o) Q-.

1 0
e® =0 el = [1 ~
0 0 L x+y e
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Un subspatiu vectorial are propria |UI &3 De exemplu, luati in considerare planul ca
parte a spatiului tridimensional.
Baza canonica a spatiului este far ta din vectorii:

N

Daca luam in con re doar planul orizontal ca subspatiu, o baza pentru acesta va
fi formata din %@SI e,

g
g\v
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APROXIMARE: X

1) Vectorx eV e?

2) SubspatiuSc V

3) Aproximamx € V prinX €S

e
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SLIDE 7 Qi(/
Ajungem acum la problema aproxim

drii.
Sa presupunem ca avem un vecto (gﬁtr-un spatiu vectorial V. Exemplificam, pentru
intelegere, cu un vector din spagi\/ﬂbridimensional.

Consideram acum un subs@%ﬁ S al lui V. Spre exemplu, planul orizontal din figura.

Problema pe care ne-o.punem este sa-l aproximam pe x folosind doar elemente din
acest subspatiu S, a in respectivul plan.

Intuitiv, réspur@este dat de proiectia vectorului x pe acest plan si aceasta va fi si
aproximag%bastré.

N
&

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark.




Cea mai buna aproximare liniara a vectorului x: X

Consideram o baza ortonormala a subspatiului S al lui V: Q"

Proiectia ortogonald a vectoruluix € V pe subspatiul S € V se noteazd cu ¥ € S si se numeste cea '\qga/
aproximare liniara a vectorului x din V pe subspatiul S, fiind definita prin: %

%= ) (s0,x)s0 <&
X & 5 X)S %
W
»
$
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SLIDE 8 Qg/v

Putem extinde aceasta abordare ge rica a aproximarii si la un spatiu vectorial
oarecare. Vom defini conceptul (13@ iectie ortogonala in termeni abstracti, tocmai
in vederea generalizarii notiuniiq/ proximare.

Consideram o baza ortonoQ(%Té a subspatiului S al lui V, notata cu
{S(k)} _ ’
k=0,1,...K—1

Proiectia ortogonald.alunui vector x din V pe acest subspatiu S este definita astfel:

K-1
Q)§ 2= Z(s("),x)s(k)

\% k=0
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Proprietati importante ale lui

* Aproximarea, X, si eroarea aproximdrii, (x-X), sunt ortogonale: Q“
(ﬁ, X‘i) = O

* Minimizeaza distanta dintre vectorul original x si orice alt vecto\rﬁ(}fn

St g a \e

argmin|x —y|| =X
g min x — y| @@
R
®
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SLIDE 9 <</?~

Aceasta are doua proprietati fundam QT‘e Ele sunt redate in slide.

Prima proprietate este aceea ca a %area si eroarea aproximarii sunt ortogonale.
A doua proprietate evidentia “%ptul ca proiectia ortogonalda este vectorul care
minimizeaza distanta dintre rul original si oricare alt vector al subspatiului.
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Un exemplu ilustrativ: subspatiul R al lui R?

"4
'
SLIDE 10 <</
2

Pe cazul particular al subspatiului R @g‘ﬁ& , aceste proprietati se evidentiaza foarte

clar. O
)
N/
&

4
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EXEMPLU: Aproximarea polinomiala

* Consideram spatiul vectorial Py([—1,1]) < L,([—-1,1])
* Elementele acestui spatiu sunt de forma:
p=ay+at+-+ay_t"?!
* Este evident ca o baza a acestui spatiu vectorial este cea formata din!
s ek k=01,.,N-1
* Aceasta baza nu este, insa, ortonormala

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALAASEMMALELOR

SLIDE 11
Ludm acum in considerare spatiul yegtorial ale functiilor de patrat integrabil pe
intervalul de la -1 la +1, adica: L, ([£1,1]).
Un subspatiu al acestuia este spatiul polinoamelor de grad N, Py([—1,1]), elementele
sale fiind de forma:

P=ay+at+-+ay_t"1
Putem vedea c3, la fel eca toate polinoamele, acesta este o combinatie liniara de
puteri crescatoare aleMuth t. Este clar ca putem exprima orice polinom ca o combinatie
liniara de vectori(s¥ & tk Asadar, o bazi imediatd a spatiului este formats din
puterile lui t pdna la gradul (N-1). Se poate verifica faptul ca aceasta baza nu este una
ortonormalaxAcesti vectori nu sunt nici ortogonali si nici de norma unitara.

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark.

11



Obiectivul pe care ni-l propunem

Dorim sd aproximam x = sint € L,([—1,1]) in P;([—1,1])

* Construim o baza ortonormala pornind de la baza identificata

* Proiectam x peste noua baza ortonormala

* Calculam eroarea aproximarii

* Comparam rezultatul cu ceea ce ne furnizeaza aproximareaTaylor
(care este binecunoscutad, dar nu este una optima pe agest'interval)

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALAASEMMALELOR

SLIDE 12

Pentru a actiona la modul concretsa ne alegem un vector candidat x pentru
aproximare. Fie acesta x = sint €Ly([—1, 1]). Ne propunem si-l aproximam cu un
element din P;([—1,1]), adica cudn polinom de gradul 2. Tn mod clar, polinoamele
de gradul doi sunt functii dé{patrat integrabil pe intervalul [—1, 1], fiind functii
continue elementare. Asadar, subspatiul considerat este unul legitim ales.

Tnainte de toate, ins3, va trebui sd construim o baza ortonormald pentru P; ([—1,1]).
Odata ce avem o astfel-de baza, cea mai buna aproximare liniara a lui x va fi proiectia
ortogonala a lui x pe subspatiul considerat, scrisa cu ajutorul elementelor acestei noi
baze.

Calculam acum eroarea aproximarii si, apoi, facem comparatia dintre aceasta si
aproximarea obtinuta prin dezvoltarea in serie Taylor, care este cel mai des folosita
aproxiniare.

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark.
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Constructia unei baze ortonormale

* Vom folosi algoritmul Gram — Schmidt de ortonormalizare:

pornim de la baza originald {s(¥'} — ajungem la baza ortonormajau}

* Procedura utilizata: |a fiecare pas k construim

1. pl = s gkt (4 00 y®

2. u® = p®y|]p®||

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALAASEMMALELOR

SLIDE 13

Primul pas pe care il facem este s3 construim o bazad ortonormald pentru P;([—1,1]).
Pentru aceasta vom folosi algoritmul de ortonormalizare Gram-Schmidt.

Vom incepe de la baza identifieata deja, notata {s(k)}, si vom ajunge la cea
ortonormal3 dorit3, notats {n%}.

Algoritmul Gram-Schmidt&consta intr-o procedura iterativa, in care se ia cate un
vector din baza initiald-si Se produce progresiv o baza ortonormala.

Fiecare pas, ce presupune obtinerea unui nou vector u®, se compune din doi
subpasi.

Primul subpas,/ce vizeaza obtinerea unui vector denumit p(k), constad n a lua un
vector s si‘a elimina din el toate componentele sale care sunt coliniare, adica de
aceeasidirectie, cu vectorii produsi in pasii anteriori pentru baza ortonormala, adica
cu: 9, u® ., uk-D

Al doilea subpas, ce vizeazd obtinerea vectorului u®, constd in normalizarea
vectorului obtinut la primul subpas, ce a fost notat cu p(k)

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark.
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Constructia unei baze ortonormale

ult) s(1)

(0

(0)

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALA ASEMMALELOR

SLIDE 14
Sa ne uitam la asta grafic, pe un exempju foarte simplu.
S presupunem ci avem doi vectoriin'plan, s(© si s(1), vectori care evident formeaz
o baza deoarece au directii diferite;/insa nu formeaza o baza ortonormala.
La primul pas se ia primul veetsrs(® si il construim pe u(®.
La primul subpas, deoarecg acesta este primul vector, nu ai niciun alt vector, al noii
baze, calculat pana acumsPrin urmare consideram

p©@ =5
Tot ce trebuie sa‘facem acum este sa urmam al doilea subpas al procedurii, adica sa
normalizam vectorul p(®), obtinand un vector de lungime 1, notat cu u(®.
La al doilea“pas, luam acum al doilea vector, s(l), si vedem ca acesta nu este
ortogopah:(perpendicular) cu u® . Am putea spune ci ei au o oarecare
,directionalitate” in comun. Ideea este de a elimina din s(1) toate componentele care
potff captate de u(®.
Pentru a face acest lucru, proiectdim s pe u(®, proiectia ortogonals fiind vectorul
(colorat portocaliu), adicd (u(@, s Y@, Apoi se scade aceasté proiectie din s si
se obtine p(l). Atentie, insa, este vorba de o scddere vectoriald! Evident, p(l) este
ortogonal cu u®.
Singurul lucru care ne mai rimane de ficut acum, pentru a-l obtine pe u¥, este si-I
normalizim pe p(, si astfel obtinem imediat al doilea vector al bazei ortonormale
dorite.

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark.
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Trecem la aplicarea algoritmului Gram - Schmidt

Pornim de la baza originald {s(®¥} = {1,¢,t?} — Ajungem la baza ortonormala {u®} = {u(®), v, u(?}

Tinem cont cd produsul scalar in L,([—1, 1]) se defineste prin:
(x,y) = f_‘lx(t)y(t)dt = ||x]|? = (x,x) = f_‘le([)dr

X

(2) — 42
» g0 — > s\ =t
s . p(‘}) s o (u(® s?) = fjlﬁ/\/i=2/3\/i\g>/
o [PO2=2 o (u),s@) =1 B/V2=0 ?s
o u® =pO/[pO) = 172 o p@ =5@ — (2/3v2)u Q- 1/3

» s() =¢
o U®,sM) = t/v/2=0

o p) =gV —¢

Ip®@|1? = 8/45 ?Q/

u® = /5/8(
J,

?\

. P2 =2/3 ?\/
o ult) =,/3/2¢t é
Marin Bancos - PRELUCRAREA DlGlTA%ﬁ@LELOR
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SLIDE 15 Qg/v

Aplicdm acum procedura de or ?r“malizare pentru baza {S(k)}={1,t,t2},
identificata in cazul polinoamelor s ([—1,1]).

Tinem cont ca produsul scal finit in L,([—1,1]), si implicit si in subspatiul
P;([—1,1]) al acestuia, este e:

() = 1 x@y@de. <

. . 1
Prin urmare, norma C@vector se calculeaza prin: [|x]|2 = (x, x) = f_lxz (t)dt.

Avand in ve&brtoate acestea, parcurgem procedura de ortonormalizare si urmarim
pe slide @Itatele ce se obtin in urma calculelor.

&
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Aplicarea algoritmului Gram — Schmidt
permite obtinerea unei baze ortonormale

{ul={u©® u®D  uN-DYpentru Py[-1,1]

u® = /172 Q>’

u(1}=\/3—/§f POllnoame ?y
u® = /5/8(3¢2 - 1) Legendre @

u® = &

Yo

v

SLIDE 16 Qg/?\

Dupa cum puteti vedea, procedur % destul de laborioasa si nu pare foarte
interesanta. Dar, ceea ce obtine a?cele din urma, este un set de polinoame
ortonormale, pentru interval 1,1]. Aceste polinoame sunt cunoscute sub
denumirea de polinoame Le re. Desigur, se pot calcula polinoamele Legendre de

orice grad. Q

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark.
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Polinoamele Legendre

=2 e ?‘
-1 0 \/( 1
Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGW%@LELOR 17
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SLIDE 17 Qg/v

Aici le figuram doar pe primele sase, @cel de gradul 0, pana la cel de gradul 5.
<

4
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Proiectia ortogonala pe P3(|—1,1])

Incercadm sa-l aproximam pe x = sint € Ly([—1,1]) in P3([—1,1]).

A
ay = (uk), x) = /1 uk(t) sintdt &
QV
>00=(\/1/_2,sint)=0 @
&

» a; = (/3/2t,sint) ~ 0.7377

» ap = (/5/8(3t2 —1),sint) =0
2 ,_) v

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITWLELOR
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SLIDE 18 Qg/v

Revenind la problema noastra de apr iBEre, fncercam sa-l aproximam pe
x = sint € L,([—1,1]) in &([—&ﬁ‘

Stim ca cea mai buna aproxim% a fi datd de proiectia ortogonala a lui sint peste
setul de polinoame Legendr %ﬂé la gradul 2, puse deja in evidenta.

Calculam coeficientii de i % folosind produsul scalar dintre polinoamele Legendre
si functia sint, pe car(egdorim sa o aproximam. Rezultatele care se obtin le avem pe

slide. O
véo
%
N
R\
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Aproximarea lui sin t folosind proiectia
ortogonald pe P3([—1,1])

Folosind valorile gasite anterior obtinem: Q>/
sint = o« ,u® + q;u® + 0 u® = gu = 0,9035$t?\’
Folosind binecunoscuta dezvoltare in serie Taylc()?obtine:
sint = t ?~
S
Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITW\LELOR
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SLIDE 19 <O

Asadar, proiectia ortogonala a lui x Qght peste P;([—1, 1]) constd dintr-un singur
termen, egal cu 0,9035t.

Acesta este asemanator, dar n e\bnar identic, cu aproximarea standard pentru sint
in jurul lui 0, data de dezvolt in serie Taylor, si care este egald cu t.

Deci, in ambele cazuri, aprQ< am sinusul cu o dreapta, insa panta este usor diferita.
4

@)
&
&

&
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APROXIMAREA S| EROAREA APROXIMARII

APROXIMAREA EROAREA APROXIMARII Q_.

—sint

— [sint—t| | @/
e in t —0.9035¢
0.9035¢ ol ! \/

|
-
o
-
|
-
(%
23
-
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SLIDE 20 Qg/v

Sa vedem cum afecteaza acest lucrur, matul aproximarii.

Daca reprezentam grafic functia i@, aproximarea Taylor si aproximarea proiectiei
ortogonale, nu vedem mare dif%éaé.

Dar daca reprezentam eroa%apoximérii avem rezultatele din grafic. Cu rosu, avem
eroarea la aproximarea p ezvoltare in serie Taylor. Putem vedea ca eroarea este
foarte mica intr-un interval din jurul lui O, dar apoi tinde sa creasca pe masura ce ne
indepartam de 0. b lucru se datoreaza faptului ca aproximarea Taylor este o
aproximare locala C)

Pe de alta e, proiectia ortogonald obtinuta prin aproximarea Legendre,
reprezenta aQau verde, realizeaza o minimizare globald, oferindu-ne o optimizare
globala oximarii.

@?‘
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NORMA ERORII

» In cazul proiectiei ortogonale pe P;[—1, 1] se obtine:

||sint — a;u™®|| ~ 0.0337 \</<>’
QV
» Tn cazul dezvoltarii in serie Taylor se obtine: @
&

lsint — t|| ~0.0857 ¢
\,?‘
<\?“
Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGIT%@LELOR
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SLIDE 21 Qg/
Putem calcula distanta intre func’g'ggsi aproximant.

In cazul aproximirii Legendre pentry sint, avem c3 norma erorii (adicd eroarea
patratica medie a aproximarii) Q/ 0,0337, in timp ce in cazul seriei Taylor, ea este
0,0857.

Avem deci un raport de apQgﬁativ 2,5 intre cele doua erori patratice medii.
4

@)
&
&

&
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B 2ck Holes — The Edge of All We Know

SLIDE 22

Am reluat si aprofundat, in partile ee\\ne privesc, o multime de lucruri ce tin de
spatiile vectoriale.

Evadam acum putin Tn spatiul cosmic... Va prezint un scurt fragment din filmul
documentar recent Black Holés = The Edge of All We Know. Sa nu credeti ca povestea
din film nu are legatura cugrelucrarea digitala a semnalelor. Dimpotriva.

Ce ne pot invata gaurile hegre despre granitele cunoasterii? Aceste gauri in spatiu-
timp sunt cele mai intuntecate obiecte, dar sunt si cele mai stralucitoare. Ele par cele
mai simple obiectg, dar sunt si cele mai complexe.

Filmul urmarestein paralel doua grupuri puternice de cercetatori.

Stephen Hawking este in centrul primului, straduindu-se s& demonstreze ca gaurile
negre nuuita trecutul.

Un altgrup, si la acesta doresc sa ma opresc, care lucreaza la observatoare
astrenomice amplasate la cele mai mari altitudini din lume, reunesc rezultatele
preluate de la toate acestea ca si cum ele ar proveni de la un telescop de
dimensiunea Pamantului, pentru a capta prima imagine a unei gauri negre. Cantitatea
de informatie procesata pentru a ajunge la rezultatul final este impresionanta.

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark.
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M87

SLIDE 23

Imaginea lui M87
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DE LA CURCUBEU LA TRANSFORMATA FOURIER

SLIDE 24
n cele ce urmeazd vom urmari intelegerea reprez E’hi semnalelor in domeniul frecventa prin intermediul unui
instrument matematic numit transformatd Fouriers Transformarea Fourier este un instrument fundamental ce
poate fi folosit Tn aproape toate domeniile stiintifice.

Grecii antici si, mai tarziu, oamenii de stiintd“arabi au fost intrigati de fenomenul curcubeului si au incercat in
zadar sa gdseasca o explicatie stiintiﬁc”%ntru acesta. in 1300, un célugdr dominican, Theoderich de Freiberg, a
tinut o sticla de apa la soare si a ider}t?icat culorile curcubeului, intelegand rolul picaturilor de apa in fenomen.
Au trecut inca 300 de ani pana cé@Descartes si Newton au oferit o explicatie completda a modului in care lumina
alba poate fi descompusa in i. Newton, in special, a conceput un experiment crucial care a demonstrat, o
data pentru totdeauna, ca ina alba este compusa din mai multe frecvente fundamentale asociate cu diferite
culori. Aceasta a dus Ia%?e ea notiunii de spectru.

Personajul principal di stul povestirii este Joseph Fourier, un matematician si fizician francez, din secolul al
XIX-lea. Fourier léel care a furnizat rezultatele matematice necesare intelegerii a ceea ce Descartes si
Newton au des ca fizicieni. Fourier si-a propus sa descompuna o functie, care indeplinea anumite conditii,
intr-o suma rmonici sinusoidale si cosinusoidale. Cum a ajuns la asta? El a scris totul intr-o carte, numita
Théorie Analytique de la Chaleur. Motivul pentru care Fourier a ajuns aici a fost o problema de fizica. El a dorit sa
gaseasca solutia ecuatiei cdldurii. Manuscrisul original pare foarte complicat, dar astazi, datorita notarii
matematice eficiente si a mijloacelor electronice disponibile in efectuarea calculelor, nu numai ca putem intelege
totul destul de usor, dar si folosim rezultatele evidentiate in viata noastra de zi cu zi. Desi, probabil, adesea nici
macar nu suntem constienti de asta.

n continuare vom aborda analiza Fourier din punct de vedere intuitiv. Vom incepe prin a introduce conceptul de
domeniu frecventd, cu domeniul timp fiind deja familiarizati. Vom vedea apoi ca putem folosi notiunea de spatiu
vectorial pentru a explica analiza Fourier ca o schimbare a bazei in spatiul vectorial al semnalelor discrete de
lungime finit3. Tn acest scop, vom studia asa-numita bazd Fourier pentru acest spatiu.
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Unde intalnim oscilatiile?

SLIDE 25 Qg/v

Scopul analizei Fourier si a proc "Wl“ semnalelor este acela de a ne dota cu
instrumentele necesare repreze té)?]nui semnal in termenii componentelor sale
sinusoidale de baza. 5

Acum, Tnainte de a aborda@a iile matematice ale unei astfel de transformari, este
important sa ne Tntrebém@ e alegem componentele sinusoidale ca elemente de baza
ale transformarii noastre.”

Amintiti-va ca semn este, asa cum am mai spus, descrierea unui fenomen fizic care
evolueaza in ti e dovedeste ca oscilatiile sunt intr-adevar pulsul fundamental al
naturii, ca sa s em asa.

Pe slide su f%bar cateva exemple imediate.

Daca te esti la bataile inimii, este clar ca acesta este un model periodic, care se tot
repeta

Un\&gr:, de exemplu, are un motor care face rotile sa se roteasca intr-o miscare
circulara.

Valurile, sunt un alt exemplu de flux si reflux periodic, care poate fi modelat de o
maniera sinusoidala.

Desigur, si instrumentele muzicale genereaza sunete prin vibratii pe o anumita frecventa
fundamentala.

Toate aceste exemple le-am mai dat pe parcurs si este bine sa ramaneti cu imaginea
diversa pe care ele ne-o ofera in ceea ce priveste oscilatiile.
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Oscilatiile sunt prezente peste tot

* Sistemele dinamice durabile se manifesta printr-un comportament
oscilatoriu (functioneaza in cicluri)

* Intuitiv, lucrurile care nu se manifesta astfel, adica nu functioneaza
ciclic, nu sunt durabile: bombele, rachetele, oamenii, etc.

L4 SO

SLIDE 26

Se pare ca orice sistem dinamic durabil\prezinta un comportament oscilator. Intuitiv,
este destul de usor sa vezi ca ludrurile care nu se misca in cerc vor ajunge, mai
devreme sau mai tarziu, intr-o fundatura.

Considerand bombele, o explozie este, in mod clar, un fenomen ireversibil. Este
imposibil sa readuci inapoilénergia degajata. Ne confruntam cu ceva care se consuma
foarte repede si este foarte perturbator.

Rachetele, ard compustibil intr-o anumita directie si trebuie abandonate dupa ce
naveta ajunge pe.@rbita.

Fiintele umane-evolueaza si ele, din pacate, intr-o singura directie: spre batranete. Ar
fi bine daca neé*am putea reintoarce la copilarie...
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Oscilatiile sunt prezente peste tot

Perioada T
Frecventa f=1/T

 x1(t) = cos(f)

W m@Gsing

SLIDE 27

Oscilatiile sunt foarte usor de descris siyparametrizat.

Sa ludam cazul foarte simplu al unei_ miscari circulare in plan. Daca avem un punct in
plan care incepe sa se miste pe terc, putem caracteriza aceasta miscare cunoscand
perioada ei, T, adica numarul-désecunde necesare pentru ca acest punct sa finalizeze
o rotatie completd. Sau,<@chivalent, daca se cunoaste frecventa, f, adica inversa
perioadei,1/T, care indicd-cate rotatii pe secunda efectueaza punctul respectiv.

Daca plasam un sistem-de coordonate cu centrul in punctul in jurul caruia se produce
miscarea, se pot.exprima coordonatele instantanee ale acestui punct din plan, asa
cum am mai vazut, prin functiile foarte cunoscute sin si cos, abscisa fiind, pur si
simplu,

cos (ft), iarordonata sin (ft), unde cu f este notata frecventa.

Putem.considera, asadar, ca sinusoidele si cosinusoidele sunt un fel de blocuri
elementare in jocul foarte complex de lego al naturii.

Va pot spune ca si noi avem, in corpul nostru, un gen de detectoare de semnale
sinusoidale. Va ofer doua exemple in acest sens, fara a insista prea mult pe detalii.
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Chiar si corpul tau detecteaza semnale sinusoidale!
Cohleea —receptor de vibratii sonore sinusoidale

Pasul 1: Pasul 2: Pasul 3: Pasul 4:
Urechea externa Urechea medie Urechea interna Nervul auditiv Q-
Undele sonore, adica vibratiile, intra Timpanul apoi face oscioarele s3 Atunci cnd vibratiile sonore ajung la Nervul auditiv conecteazs cohleea cu O
prin urechea externd si ajung in vibreze, acestea fiind oase mici in cohlee, ating celulele specializate centrii auditivi ai creierului. Atunci
urechea medie pentru a produce urechea medie. Vibratiile sonore denumite celule paroase. Celulele cénd impulsurile nervoase ajung la
vibratii impanului calatoresc prin oscioare pand in ciliate transforma vibratile in creier, acestea sunt interpretate ca
urechea interna, impulsuri nervoase electrice. sunete. \/

5» g Cohleea detecteaza vibratii sonor%ﬁfformé de
semnale sinusoidale) cu frecve$s prinse intre 20Hz si
. N 4 20kHz .)?\
\Y%
Q
Marin B, 0s - PREL RAREA DIC I'-'\(\»@ LOR

?\V
SLIDE 28 <</
Primul detector este cohleea, din Qg:ea interna, care detecteaza sinusoidele
corespunzatoare undelor sonore,)ﬁf cvente cuprinse intre 20Hz si 20KHz. Aveti in
figura expus, pe scurt, modul in caré functioneaza intregul mecanism. Sa stiti ca, intr-
un fel, cohleea realizeaza o ormare Fourier instantanee, a undelor sonore care
lovesc timpanul. Q
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Chiarsi corpul tau detecteaza semnale sinusoidale!
Retina — receptor de sinusoide electromagnetice

RETINA

Tesut fin, delicat, fotosensibil, care
contine in principal fotoreceptori.
Aceste celule transforma lumina in
semnale electrice / impulsuri
nervoase procesate mai departe catre
regiunea posterioari a creierului prin
nervul optic.

Retina detecteaza sinusoide
electromagnetice cu frecvente
cuprinse intre 430THz si 790THz.

SLIDE 29

Al doilea detector, este localizat in ocQ}“mvelul retinei, unde exista fotoreceptori
(conuri si bastonase), care permi &c tarea sinusoidelor electromagnetice cu
frecvente de la 430THz la 790T esta este intervalul de frecvente corespunzator
luminii in spectrul vizibil.

Deci, se pare ca organism %an realizeaza analiza de semnale complexe in ceea ce
priveste componentel%de frecventa.

O -
O
o
R
@?‘
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Intrebare fundamental3:
Putem descompune orice semnal in componente
sinusoidale?

Raspunsul este DA, iar Fourier a demonstrat cum se poate face exact
acest lucru.

Analiza Sintdza
Din domeniul timp in domeniul frecventa Din domeniul frecuenta in domeniul timp

L4 SO

SLIDE 30

Desi semnalele par a fi descrise perfeet ga evolutii ale unor fenomene fizice in timp, si
de foarte multe ori le descriem(ca* atare, exista un domeniu diferit, domeniul
frecventd, la fel de potrivit pentri-a descrie fenomenele fizice cum este si domeniul
timp.

intrebarea fundamental3d ¢e“care ne-o punem este dacid putem descompune orice
semnal in componente-sinusoidale?

Raspunsul este da, jas-Fourier ne-a aratat exact cum trebuie sa procedam in acest
sens.

Deci, din punct-de vedere al analizei semnalului, ceea ce vom face este sa trecem din
domeniul timp in domeniul frecventa. Vom descompune semnalul in componentele
de diferite\frecvente care il constituie, si, procedand astfel, vom putea descoperi noi
particularitati ale acestuia.

Reversul procesului este intoarcerea din domeniul frecventa in domeniul timp, pentru
a realiza sinteza semnalului din componentele sale de frecvente diferite. Putem
proceda in acest mod pentru a obtine acele semnale al caror continut este cunoscut
in ceea ce priveste componentele lor de diferite frecvente.
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Stabilim decorul matematic

* Dam startul cu cazul semnalului de lungime finita

* Analiza Fourier - o simpla schimbare a bazei

* Schimbarea bazei - o schimbare a perspectivei

* Daca baza aleasa este potrivita, schimbarea perspectivei faciliteaza noi
descoperiri

LA N

SLIDE 31

Vom incepe cu semnale discrete de Jungime finitd, deoarece cu acestea se lucreaza
cel mai usor, dintre semnalele digitdle;'din punct de vedere matematic.

Am vazut ca un semnal de lungime finita poate fi privit ca un vector din spatiul
vectorial CV, vector ce continéd\'elemente exprimate, asadar, prin numere complexe.
Analiza Fourier, in acest caZ)Se va reduce la o schimbare de baza in CV.

Stim, insa, ca o schimbare a bazei ofera o schimbare de perspectiva, iar aceasta ne
poate dezvalui lucrurinoi prin simplul fapt ca privim lucrurile dintr-un alt unghi.
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Un semnal misterios...
reprezentat in timp discret

Q-

~<<>’O
v

2

LR
T 1 1 I ! ? I
0 170 340 510 680 @oﬁ 1020

e

8

SLIDE 32 Qg/?\

Imaginati-va, spre exemplu, ca ave ?ﬁmalul din figura. Este unul misterios de-a
dreptul, pentru ca nu putem spun &ce lucruri despre el. El este un semnal in timp
discret ce contine 1.024 de pu Cand te uiti la reprezentarea sa in domeniul timp
poti deslusi un oarecare co n{{ament oscilatoriu, dar nu ne este foarte clar ce se
intampla. Q
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Semnalul misterios, reprezentat dupa ce
schimbam baza in una Fourier

OQ"
! | &
N
1\;?“

0 170 340 510 680 50 1020
¥
o
"4

SLIDE 33 Qg/v

Daca efectuam, nsa, o schimbare ad E\’té a bazei, si vom arata in foarte scurt timp
cum se face asta, semnalul va arat @ n figura.

Deci, folosind baza Fourier, acel@emnal va avea 0 noua reprezentare. lar in aceasta
este clar ca ne apar doua car, istici, nesesizabile in prima reprezentare.

In primul rand, apar cele Q a varfuri si vom vedea foarte curand ce semnificatie au
ele.

4
Tn al doilea rand, ap(g%eva care aratd ca un zgomot in partea de jos a reprezentarii.

Ei bine, analiza €Qurier este cea care ne permite sa evidentiem aceste doua
caracteristici c@n domeniul timp nu puteau fi observate.

&3
N
&
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Scrierea cu semnale a bazei Fourier pentru cN

Multimea celor N semnale, de lungime finita N, din CV, definite prin:

2T
wi[n]=e’~*",  unde k,n=0,1,..,N —1,

respectiv:
Winl}k = 0,1,.. n-1 = Wo[n], wy[n], ..., wysqin]},
cu:n = 0,1, ... ,N—1,
este o bazd ortogonald pentru CN, numita bazd_Folirier.

SLIDE 34
Aici este data baza Fourier pentru CV,
Amintiti-vd de CV asa cum |-am definit'ca spatiu vectorial.
Deci, vom avea nevoie sa folosim-in baza N semnale diferite, fiecare dintre ele de
lungime N.
Indicele k este cel care stabileste numarul de ordine al fiecarui semnal wy[n] in baza
si ia valori intre 0 si (N-1).
Fiecare semnal din haza“are ins3, la randul sau, N elemente (esantioane).
Prin n vom indica’ numarul de ordine al elementului (esantionului) in cadrul
semnalului, caresi el ia valori tot intre 0 si (N-1).
Amintiti-va, “deéci, ca k este indicele semnalului, iar n este indicele elementului
(esantionulli) in fiecare semnal.
Fiecareelement se calculeaza cu ajutorul formulei:
.2

wi[n] = eI kn

Ce inseamn3 asta? Avem o exponentiald complexd e/“", de frecventd w = %”k, in

care indicele k al semnalului ne furnizeaza frecventa fundamentala a exponentialei
complexe. Admitem, si vom demonstra Tn curand acest lucru, ca multimea astfel
definit3 contine N semnale ortogonale in CV.
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Scrierea cu vectori a bazei Fourier pentru CY

Schimband notatiile, obtinem multimea de N vectori, N

componente fiecare, ce compun baza Fourier pentrQ)

rescrisa astfel: <<>’
@\’

{W’gk)}k.n: 01, .. ,N-1 { ék) 1(k)’ ngfk)l} = {W% k=0,1,.. N-1

unde fiecare w® = w9 &y, [n] = _ eIk $%k =0,1,. -1
A\
\s
©
vv
SLIDE 35 <</

Putem exprima, insa, cele N eIeme@e bazei Fourier folosind notatia cu vectori,
exact ca 1n figurd. Superscriptul k paranteze ne va furniza numarul de ordine al

vectorului in baz3, iar n pe cel a\/ entului component in cadrul vectorului.
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DETALIAT, PENTRU O MAI BUNA TNTELEGERE:

* {wy[n],wy[n], ..., wy_1[n]}- N semnale, de lungime N fiecare Q..

wo[0] wq[0] wy_1[0]

. wo[1] , Wl[l] e WN*1[1] - desfasurat \3>/
wolN —11) bs v =11 Lwolv = 1] Q\V‘
1 (O), w,(ll), (N 1)} e @ w®, L wh=D}. Nvectoré’ﬁ componente
iecare

notatie vector notaue semnal

.)
— e
(k) _ (k) def kn
w w, wk[n &%’H
(\\

v
SLIDE 36 <</

Pentru a intelege si mai bine notatiile-introduse detaliem putin. Diferenta este numai
de notatii. Nu avem, ins3, nicio$e ntd intre valorile elementelor din notatia ca

semnal sau cea ca vector:

‘Q_ _ W(k) ey, [n] = e Nkn
]
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Sa ne reamintim modul de generare a
exponentialelor complexe

Zm
« Componentele vectorului w(® = ¢/ % *"= ¢%= cos 0 + jsin 0
sunt toate N egale cu 1 si se figureaza intr-un singur punct. Im |
* Figuram componentele vectorului
w[0]
w) = W1‘[1] wi[5]

’ ) 2’-‘“"’//

wy[N —1] ”  Re
. 2m
adica: w(l= wg) = v 1" = cos (% . n) +j sin (E . n),

N
pentrun=0,1,..,(N-1).

* Pentru:

2,
w® = w,(,,zj = e/ v 2= cos (%T Zn) +j sin (iv—n Zn),
cu:n=0,1,..., (N-1), pozitiile pe cercse iau din 2 in 2 (se dubleaza
frecventa).

2 g Mwerl

SLIDE 37

Putem vedea imediat cum arata acestivectori daca ne amintim de modul de generare
a exponentialei complexe, utilizat afterior.

Toate cele N componente ale primwlui vector al bazei, w© sunt;

.2
Wéo) © Woln] = N O™ = cos0 +jsin0 =1.

Toate aceste N componenté se reprezinta pe cerc intr-un singur punct!
Componentele celui dé~<al doilea vector al bazei,w(l), sunt date de:

. 2T
1 - 21 .. 21
W,(l )= wy [n] =& VI™ = cos (W . n) +j sin (W . n), pentrun=0,1, ..., (N-1).
Sa vedem cum'se‘reprezinta pe cerc aceste N componente. Observam ca, practic,
" . L 21
parcurgem'cercul in pasi ce corespund unor unghiuri de -

n cazuf componentelor celui de-al doilea vector din baza, W(z), acestea sunt date de:

21 .. 27
N = cos (F . Zn) +j sin (F' Zn), pentrun=0, 1, ..., (N-
1).
n acest caz, la reprezentarea pe cerc a acestor N componente, parcurgem cercul in

w,?) =w, [n]=e

. L 2T . epes
pasi ce corespund unor unghiuri egale cu - 2. Frecventa s-a dublat, iar pozitiile

anterioare, de la w(l), se ocupad acum pe cerc din 2n 2.
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Similar se procedeazi si pentru vectorii rimasi: w®, w® . w¥N-1D,
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Vectorul bazei Fourier w(® e C6%

Re

0 32 64

) 2\
¥
0 32 é\‘ 64

v
SLIDE 38 <</

Luam acum un exemplu concret, fixa WE64 si analizand baza Fourier pentru C°%.
Vom reprezenta atdt component ale, cat si pe cele imaginare, pentru fiecare
vector din baza. \/6

Acum, daca va ganditi la puu@@zcare se misca pe cerc in planul complex, partea reala
si cea imaginara vor fi, fapt, cosinusul si sinusul unghiului corespunzator, pe
masura ce punctul se %igcé pe circumferinta cercului, asa cum am vazut si n slide-ul
precedent.

in cazul primului {ector din baza, w(®, toate cele N = 64 componente ale sale au
partea reald 1 artea imaginara 0, asa cum am vazut deja. Reprezentarea este cea

din flguraé
g\v
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Vectorul bazei Fourier wM e 64

Re

Im

SLIDE 39
Urmatorul vector este: Q‘

2m 21 21
W(l): W‘r(l,l) — e] éﬁ = coS <W . n) +] sin (W . n>’

A
« o 2
cu frecventa fundamental%é{onentlalel complexe este Wn , pentru N = 64.

Aceasta inseamna ca punctul va finaliza o rotatie completa in 64 de puncte si putem
vedea acest lucru 'ain reprezentarile componentelor sale reala si imaginara.
Reprezentarea partii~reale, a cosinusului, e acoperitd prin 64 de esantioane si

corespunde u eﬁerioade complete 2. Acelasi lucru se intampla si la reprezentarea
partii imagi , a sinusului.

Q
N
&
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Vectorul bazei Fourier w(®) e ¢4

Re
o -
=
—a
=
le
=N
=
)
o
=2
le
=%
—

o
w
N
b4

Im

o ..
T

b o

="

%

—=°

=

b o

=%

%

L Wﬁ

O

64

SLIDE 40 Qg/v

Urmatorul vector corespunde unei m@?’r pe cerc de doua ori mai rapide:

w® =@ = _zn-cos(N\\g) )+]sm(— 2- n)

Acum frecventa fundamental@éxponentlalel complexe este Wn 2, unde N = 64. De

aceasta data, cercul e par de doua ori, fiind acoperit tot de 64 esantioane, dar pe
doua perioade complete 2 - 2 = 4.

@)
&
&

@?‘
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Vectorul bazei Fourier w3 e ¢4

Re
o

Im
o

SLIDE 41
Urmatorul vector este:

w® = = eI NI 2 cos (%T\SGJQJ) +j sin (%ﬂ -3 n)

. 2
Acum frecventa fundamental@“exponentlalel complexe este Wn-3, unde N = 64.

Acum cercul e parcurs dQ% ori, fiind acoperit tot de 64 esantioane, insa pe trei
perioade complete 3 '%T/= 6.

O
O
o
R
@?‘
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Vectorul bazei Fourier w® e ¢4

I O O O S
LW lllﬂf i Jiﬁ-

0 32 /\ 64

._

?»
SLIDE 42 5143 <O

Sigur ati inteles ce se intampla. Lucr he petrec similar si pe mai departe. Priviti si
la cazurile lui w® sij w®, Celeé esantioane acopera 4, respectiv 5 perioade
complete de 2 . Observam ca ck/ nta dintre esantioane se tot mareste...
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Vectorul bazei Fourier w®) e C%% ..

?»
SLIDE 42 5143 <O

Sigur ati inteles ce se intampla. Lucr he petrec similar si pe mai departe. Priviti si
la cazurile lui w® sij w®, Celeé esantioane acopera 4, respectiv 5 perioade
complete de 2 . Observam ca ck/ nta dintre esantioane se tot mareste...
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.Vectorul bazei Fourier w(16) e ¢4 ..

&
({>/O
?\/

Q
<<§\

Im
=)
\*

T T

0 32
.
"

v

v
SLIDE 44 <O

Pe masura ce creste indicele k, mi yéa va fi tot mai rapida. Din cauza naturii
discrete, insa, va fi greu la un %dat sa mai distingem ca avem de-a face cu
reprezentari de cosinusoide si si &lde

Tn acest caz, de exemplu, p w(”’) trebuie sd va imaginati cd miscarea surprinde
o rotatie foarte rapida pQ ircumferinta cercului. Ganditi-va ca avem doar patru

21
puncte pe cerc, intre @re »Se produce rotatla deoarece frecventa este: w = 6_4 .

16 =—- (care mpe@cercul in 4 segmente egale).

Toate acestea @bserva si din reprezentarile grafice ale partilor reald si imaginara:
avem cate 4 ntioane / 2m !

N\
&
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... Vectorul bazei Fourier w(2® e 64 .

Im
o
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o

v
SLIDE 45 Q/

Pe masura ce crestem indicele k a ?c’torului w0 din baza Fourier, va creste si
frecventa. Dar natura discreta a rului va face tot mai greu de inteles forma
semnalului. Avem aici cazul Iuié/0 .
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... Vectorul bazei Fourier w39 ¢ ¢4

Im
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I e

v
SLIDE 46 Q/

Aceeasi observatie si pentru ceIeIaI?VEa?url ce urmeaza. Avem aici reprezentarile
partii reale si a celei imaginare pentfuwiv %
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Vectorul bazei Fourier w3 e 64
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SLIDE 47 Q/

Acum, la wG®D, suntem deja in i yﬁul de inalta frecventa, deoarece semnul
esantioanelor se schimba la fieca\s(y s. Aceasta alternanta a semnelor este foarte

sugestiva. Q>’
/QQ‘
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Vectorul bazei Fourier w(32) e ¢4
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SLIDE 48 Y
in cele din urm3, in cazul lui w32 ngem la cea mai nalta frecventa pe care
exponentiala complex3 Tn timp discfet o poate avea. Aceasta este frecventa
21
=—-32=m.
64
Vom avea doar doud punc cerc, pe +1 si -1, intre care ,se produce” rotatia. lar

acest lucru este clar indig de componentele reala si imaginara ale vectorului: cea
reald alterneaza intre £3)si -1, iar cea imaginard este 0.
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Vectorul bazei Fourier w(33) e ¢4
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SLIDE 49 Qg/v

Trecand acum la un w > @, pe mas ?'Ce avansam crescandu-l pe k, asa cum am
vazut si atunci cdnd am discut:é@;g%re exponentiala complexa si fenomenul de
»aliasing”, viteza aparenta a p\/ lui scade, iar sensul sau de rotatie pe cerc se
schimba din sens invers acel ceasornic in sensul acelor de ceasornic.
Deci, pe masura ce indieQ k creste intre 32 si 63, vedem ca viteza aparenta a
sinusoidei scade Thapoi.la-0.
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.. Vectorul bazei Fourier w(62) ¢ ¢4
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SLIDE 52 <O

Semnalarea faptului ca am trecut?@“n rezulta chiar din reprezentarea partii
imaginare, care este inversatd fata.dejcea a partii imaginare ce corespunde frecventei
echivalente cu valoare scazuta a indicelui.

Mai concret, aici, de exe puteti compara acest vector al bazei, W(62), cu
vectorul bazei w®, anaIiQ hiar la Tnceput, si vedem ca partea reala este aceeasi,
insa partea imaginara %e’semnul inversat.

O -
O
o
R
@?‘

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark.

52



Vectorul bazei Fourier w(®3)e €% ..

w(63) st

Im
o

64

SLIDE 53
Acelasi lucru este valabil si pentru Mé@ care are aceeasi parte reald cu w(®, ins3
partea imaginara are semnul mveéﬁ)
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Demonstrarea ortogonalitatii vectorilor bazei

Fourier
N-1
(W), wh)y — Z(ei’ﬁnk)' el unh
n=0
N-1
_ ej%}(h—k)n
n=0
N pentru: h =k
= ;. ej277(h—k) X
w = in rest

L4 SO

SLIDE 54

Tocmai am descoperit o frumoasa familie de vectori, scrisi ca exponentiale complexe, dar pentru ca acesti
vectori s3 fie si bazd a spatiului vectorialCY, trebuie si demonstrdm c3 ei sunt reciproc ortogonali.
Ortogonalitatea lor impune ca produsul scalaria oricaror doi vectori ai familiei sa fie zero.

Scriem produsul scalar dintre w® s tinand cont de definitia produsului scalar in CV.

Scriind Tn mod explicit produsul scalar si ludnd in considerare conjugata fiecarei componente a primului vector
fnmultita cu componenta corespunzatoare a celui de-al doilea vector. Prin conjugare ne apare semnul minus la
primul exponent, iar produsul exponentialelor se va scrie imediat ca o unica exponentiald (prin simpla adunare
algebricd a exponentilor celer doua exponentiale).

Apar doua cazuri.

n primul rand presupunem c& h = k. Tn acest caz, toate aceste elemente din suma vor fi egale cu 1 si suma
devine egala cu N,

in cazul in care K # k, avem de insumat termenii unei progresii geometrice:

N-1 1-g" : 2
= ——,deratieg=e’N
1 t

— h—k
NS0 q" = q°+q+q? + g =,

Rezultatul este deci:
1—ej2m(h=k)
1 iRk

deoarece (h — k) este un intreg, iar e/27(h=K) = 1,

Deci, vectorii sunt ortogonali si, prin urmare, formeaza o bazi pentru CV.

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark. 54



Concluz

« Cei N vectori ortogonali sunt baza pentru spatiul vectorial CV,

* Vectorii bazei nu sunt, insa, ortonormali. Factorul de normalizare a
bazei este 1/v/N.

SLIDE 55

Ce am stabilit pana acum?

Cele mai multe fenomene naturale sau create de om prezinta un comportament
periodic, respectiv dupa un anumit interval de timp, numit perioadd, aceste
fenomene se repeta identic. Kwersul perioadei, adica numarul de repetari pe unitatea
de timp, se numeste frecvéenta.

Sinusurile si cosinusurile, functii oscilatorii simple, sunt candidati naturali, ca
elemente de baza, pentru a reprezenta semnalele oscilatorii mai complicate. Acesta
este si scopul andlizei Fourier: sa descompuna un semnal in termeni de sinusuri si
cosinus.

Avem, insa, doua tipuri de instrumente Fourier: analiza Fourier si sinteza Fourier.
Analiza Feurier permite determinarea ponderii fiecarui bloc de baza periodic intr-un
semnal.dat si, odata cu analiza, trecem din domeniul timpului in domeniul frecventei.
Sinteza Fourier permite construirea de semnale cu un continut de frecventa , definit
de utilizator”: odata cu aceasta trecem din domeniul frecventei in domeniul timpului.

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark.

55



