CURSUL 4

ARGUMENTE IN FAVOAREA UTILIZARII SPATIILOR VECTORIALE.
EXEMPLE DE SPATII VECTORIALE. REPREZENTARI IN RZ, R3 SI L, ([—1,1]).
TNMULTIREA VECTORILOR CU SCALARI. ADUNAREA VECTORILOR.

DEFINITIA SPATIULUI VECJQRIAL.
RN CA SPATIU AL.
PRODUS SCALAR A D CTORI.

ORTOGONALITATE. NORIA WGDISTANTA.

COMPLETITUD ’EQ?ATH HILBERT.

BAZA A UNUI SPATIU VECTORIAL. BAZA ICA. EXEMPLE.

BAZA ORTOGONA A ORTONORMALA.

SCRIEREA UNUI VECTOR CA O COMBINATIE_LIRWARA DE VECTORII BAZEL.
SCHIMBAREA BA RIMAREA MATRICEALA.

%&A FOURIER IN L, ([—1,1]).

OBTINEREA UNUI SEMNAL DRE%\IGHMLAR CU VECTORII BAZEI
FOURIER. FENOMENUL GIBBS.
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SLIDE 1 <</?~

Tn cursurile anterioare am analizat el ?r?tele de baza ale procesarii semnalelor si am
dat cateva exemple simple extrem Q?Ttwtwe Astazi vom stabili un cadru matematic
adecvat pentru restul cursurilor. \5

Modul in care abordam pro ea semnalului este putin diferit fata de cel obisnuit.
Ideea fundamentala este ea ca Incercam sa exprimam majoritatea conceptelor
teoretice Tn termeni de.algebr3 liniard si spatii vectoriale. n timp ce acest lucru poate
parea putin abstract/tafnceput, va fi profitabil in cele din urma, oferindu-ne intelegeri
foarte simple ale.fezultatelor complexe. Desi cursul de azi se poate simti putin sec si
prea ,matematic® suportati-l asa cum este pentru ca merita efortul!

Pentru inc vom argumenta utilizarea spatiilor vectoriale in procesarea semnalelor
sivav '§ri exemple simple, intuitive, despre ceea ce spatiile vectoriale pot face
pentr i

Voisincerca sa va ofer aceste exemple, sa fac anumite analogii si sa furnizam modele
cat mai simplu de inteles, pentru a va convinge sa acceptati abordarea abstracta care
0 sa apara pe parcurs. Abstractul se inspird, pana la urma, tot din concret.

Aceasta imagine, cu bombardierul Boeing B-2 Spirit, cunoscut si ca Stealth Bomber,
este sugestivd atunci cand vine vorba despre realitatea imediata ca sursa de
inspiratie.
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Semnalin timp discret - reprezentare generica

&
({>/O
?y

x[n] = ...,1.2390, —0.7372, 0.8987, 0.1798, —1.1501 B
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SLIDE 2

De acum Thainte vom deveni din ce m@al tehnici.
e

Un semnal in timp discret, reprez neric, poate fi exprimat precum in slide,
printr-un set de numere ordon o secventa, intr-un sir.
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CLASIFICAREA
SEMNALELOR DIGITALE (DISCRETE)

* Semnale digitale de lungime finita

* Semnale digitale de lungime infinita
* Semnale digitale periodice

* Semnale digitale de suport finit

AVEM NEVOIE DE UN CADRU UNITAR DE LE§€RU:
SPATIUL VECTORIAL
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SLIDE 3

Dar am vazut deja ca avem patru categorii diferite de semnale:

- de lungime finita

- de lungime infinita

- periodice si

- de suport finit.

Ar fi foarte complicat de’ dezvoltat intreaga teorie a procesarii semnalelor daca de
fiecare data ar trebuisa“ne oprim si sa adaptam ceea ce spunem

la fiecare din cele patru categorii pe care le-am evidentiat.

Deci, avem neveie de un cadru comun Tn care sa putem vorbi despre semnale,
fara sa ne facem griji cu privire la categoria careia acestea apartin.

Acest cadru comun este oferit de spatiile vectoriale si de algebra liniara.
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DE CE SE UTILIZEAZA SPATIUL VECTORIAL
IN PRELUCRAREA SEMNALELOR? OQ‘

Spatiul vectorial ofera un cadru general unitar pentru prelucrarea semnal@v
* Folosim acelasi cadru general pentru clase diferite de semnale ?\/
* Folosim acelasi cadru general pentru toate semnalele in timp con

(analogice)
h . 2>

* Intelegerea transformdrii Fourier este simplificata
+ Intelegerea teoremei esantiondrii (si a teoremei interp “rmste mult usurata
* Este util atunci cand abordam notiuni precum aproximate si compresie
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SLIDE 4 Q/v

Spatiul vectorial ne este foarte con RT‘ deoarece ofera acelasi cadru pentru

toate aceste categorii de semnale &asemenea chiar si pentru semnalele in timp
continuu.

El ne va oferi o intelegere Qg}a/cna a transformarii Fourier si este fundamental Tn
proiectarea sistemelor de unicatii

Avantajele formeaza %s'ta mult prea lunga pentru a nu folosi spatiile vectoriale in
procesarea semnalu@

O
o
N
&
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CARACTERISTICI IMPORTANTE ALE
SPATIULUI VECTORIAL
X
* Spatiul vectorial furnizeaza un cadru general de lucru Q>/

* Spatiul vectorial este definit prin proprietatile sale (axiome) ?\/
* QOdata ce stim ca acestea sunt satisfacute, se pot folosi toate@etétile
spatiului vectorial

J?\E
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SLIDE 5 Qg/v

Retineti ca spatiile vectoriale reprezi t%“cadre foarte generale si sunt definite prin
proprietatile lor si nu prin forma v @ ilor pe care ele i contin.

Odata ce te-ai asigurat ca proprietatile (axiomele) spatiului vectorial sunt indeplinite,
poti folosi toate instrument ecifice respectivului spatiului in toate spatiile.

Si aceasta este cu adevaratputerea de generalizare a spatiului vectorial,

care ne va ajuta sa ne %upam de diferite categorii de semnale.

O
O
o
N
&
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O ANALOGIE:
JOCULDE LEGO
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Daca vrem sa intelegem principial E’prezmta un spatiu vectorial, putem face o
analogie, modesta, e drept, cu joc &ego

in Lego aveti un bloc de baza, iar'céea ce puteti face este si construiti un bloc si mai
mare, sa dati alta dmenm@oculw initial. Puteti in acest mod obtine oricate
blocuri, de dimensiuni ide sau diferite.

Apoi, puteti combina aé%s'te blocuri, conform regulilor jocului.
Vom vedea toate ac@ si In cazul spatiului vectorial.

&
&

&
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Sa vorbim despre spatii vectoriale...

Unele spatii vectoriale (probabil) va sunt familiare: R%,R3?

Alte spatii vectoriale (sigur) nu va sunt atat de cunoscute:
* Spatiul sirurilor infinite de patrat sumabil:
£(Z)

+ Spatiul functiilor de patrat integrabil definite pe intervalul [a, b]:

Ly([a, b])
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SLIDE 7

Tn loc s& introducem spatiul vectorial prin enumerarea directd a axiomelor care impun
comportamentul vectorilor in respectivul spatiu vectorial, vom incepe cu cateva
exemple cu care ar trebui sa fiti.familiarizati.

R? si R? va sunt sigur cunostGte ca planul euclidian si spatiul euclidian. Extinderea
spatiului euclidian la un Hdmar arbitrar de dimensiuni, adici la RY, reprezintd un
subiect al algebrei liniare.

O alta extensie importanta foloseste numerele complexe in loc de numere reale, si
ajungem la CV, iafaici vectorii sunt formati din N-upluri de numere complexe. Acesta
este, din nou, unsubiect al algebrei liniare.

Alte spatii veCtoriale va sunt sigur mai putin cunoscute, precum [,(Z). Acesta este
spatiul vectorial al secventelor (sirurilor) infinite de pdtrat sumabil, foarte util pentru
modefarea semnalelor digitale de lungime infinita.

Unsalt’ spatiu vectorial important este L,([a, b]) - spatiul vectorial al functiilor de
pdtrat integrabil, definite pe intervalul [a, b].
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Unele spatii vectoriale permit
reprezentarea grafica

R?: x =[x xl]T R3: x=[x x xz]r

x2

X1
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Unele spatii vectoriale pot fi reprezentate grafic, asa cum este cazul lui R%. Daci
raportezi planul la un sistem cartezian* de referinta, atunci poti identifica orice punct
din plan printr-o pereche de coordonate reale. Stabilim astfel o corespondenta, intre
punctele din plan si vectorji;din” R?, care ne permite s interpretdm proprietitile
vectorilor din R? prin prismia‘proprietatilor geometrice din planul euclidian.

Aceasta analogie este.extrem de utilda, mai ales atunci cand este extinsa si la trei
dimensiuni, deoarege ea ne va permite sa folosim intuitia geometrica si mai departe,
pentru a intelegelproprietatile spatiilor vectoriale oarecare, spatii ce nu permit o
reprezentare intuitiva sau o reprezentare grafica.

n trei dimensiuni, folosim triplete de coordonate reale pentru a localiza in mod unic
orice punet din spatiu. Obtinem astfel o corespondentda completa intre spatiul
euclidiah si R3. Folosind proprietitile geometrice ale spatiului euclidian, intelegerea
lui R>este mult usurata.
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Tncd un exemplu de spatiu vectorial
care permite reprezentare grafica

L(-1,1)): x=x(t), te[-1,1] OQ..

ol
A%
x = sin(xt) ev
0 .Q/®
b
BN
-1 0 1
<\?“
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v
v
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Sa ne oprim putin si asupra spatlulm orlal Lz([ 1,1]), adica spatiul functiilor x =

x(t), de patrat integrabil, deﬁmte\p;§_r) rvalul [—

Orice ,vector” al acestui spatlu rial este de fapt o functie, a carei variabila t se
misca intre -1 si 1.

Un exemplu in acest senQ%e functia x = sin(mt), iar ,vectorul” acesta poate fi
desenat realizéndu-se%prezentarea grafica a functiei pe acest interval.

O -
O
o
N
&
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Alte spatii vectoriale, insa, nu permit astfel de
reprezentari...

» RVfor N> 3 Q>’
» CNfor N> 1 ?\/

?»
SLIDE 10 <O

Alte spatii vectoriale nu permit ast@yé reprezentdri, cum sunt de exemplu RY,
pentru N > 3, respectiv CV, pent ;Q 1. Nu mai avem nicio posibilitate de a intelege
lucrurile, asa cum am facut-o in.cazdrile clasice prezentate.

&

4
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SPATII VECTORIALE: notiuni importante

INGREDIENTE:
* Multimea vectorilor V
* Multimea scalarilor (de obicei C)

ESTE NECESAR SA AVEM POSIBILITATEA:

* Sa redimensiondam vectorii, prin multiplicare cu un'scalar
* Sa combinam vectorii, prin insumare
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SLIDE 11

Asadar, din aceste exemple, putem yed€a ca spatiile vectoriale pot sa fie un grup
foarte divers, iar ceea ce vectorii dinjaceste spatii au Tn comun este ca ei se supun
unui set comun de axiome care. definesc proprietatile vectorilor si stabilesc ce putem
face cu acesti vectori.

Ingredientele necesare definirii unui spatiu vectorial sunt:

- un set de vectori V, si.nwspunem nimic despre ce sunt de fapt acesti vectori.

- un set de scalarij~care in exemplele noastre vor fi intotdeauna din multimea
numerelor reale sau) mai general, a numerelor complexe.

Pentru a fi capabili sa operam cu vectorii, este necesar sa-i putem inmulti cu scalari,
asta pentru“a’le schimba dimensiunea, si respectiv sa-i insumam, asta pentru a-i
putea comibina unii cu altii.
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Proprietatile (axiomele) spatiului vectorial

Pentru z,y, 2z € Vsia, 3, € C, arbitrar considerate, avem:

»X+y=y+x

» (x+y)+z=x+(y+2)
» a(x+y)=ay+ax

» (a+ B)x =ax+ fx
a(fx) = (af)x

»30€V | x+0=04+x=x

v

VxeV3(-x) | x+(-x)=0
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SLIDE 12
Modul in care facem acest lucru est& prin impunerea unor proprietati (axiome)
pentru suma vectorilor si inmultireg vectorilor cu scalari.

Comutativitatea adundrii vectotiale

Asociativitatea adundrii veCtoriale

Inmultirea scalarilor cy.vectori sd fie distributivéd in raport cu adunarea vectorilor
Inmultirea vectorilorrcy-scalari sd fie distributivd in raport cu adunarea scalarilor
Inmultirea cu scaldrija vectorilor este asociativd

Existenta vectorufui nul, O, in spatiul vectorial

Existenta elementului opus (-x) pentru fiecare vector x din V

Daca wom verifica axiomele enumerate in toate spatiile vectoriale date anterior ca
exemple vom vedea ca acestea sunt respectate.
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RNca spatiu vectorial

x=[x% x .. x~_1]T
y=lo 5 - ) \i<>’
QV
o
ax=[axg axg ... axN,l}T %

x+y= [Xo+yo AN ...

XN-1+ .VN—ll)T ?‘
?\

A\
<\?“
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v
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Haideti sa lusm RN multimea N-uplqu“de numere reale si sa definim operatiile de
e

baza: inmultirea lor cu scalari si r;§_¢

ivadunarea acestora.

Daca verificam indeplinirea axiQ/ lor spatiului vectorial vom vedea ca aceasta se

confirma.
Putem, asa cum am spu

ng.folosim

intuitia geometrica pentru dimensiuni N mai

mici pentru a Tntelege% presupun aceste operatii.

O
O
o
N
&
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Tnmultirea (multiplicarea) vectorilor cu scalari in R?

Priviti cum arata in R? rezultatul inmultirii vectorului x = [x, x;]" cuscalarul a, adici: ax = [ax, ax]".

ax = [am axl] %
X

3 3
1.5x
2
. 2
,. KON
T T T 1] T T T T T T T I T T 1 1 v T T T T
-4 =3 -2 - 1 2 3 4 5 6 7 -4 =3 =2 =1 1 2 3 4 5 6 7
: O -
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Priviti cum aratd in R? rezultatul Tl@irii vectorului x = [xy x,]7 cu scalarul a,
adicd: ax = [axy ax;]”. O
Se obtine un vector de aceeasi hQ:tie cu cel initial, avand lungimea (modulul) de «

ori mai mare.
QQ~
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Adunarea (insumarea) vectorilor in R?

Priviti cum arati in R? rezultatul adunirii vectorului x = [x x4]7 cuvectoruly = [y, y,]7, adica:
x+y= [x+yox1+ y,]".

X

r _ T
x+y=[)q,+yo x1+y1] "+¥—[&)+¥b X1+YI] \/
S?s\/ x+y
34 Ly T é__,———,
y—’ > 32 /
2 y 24 -
’
1 =
x
4 -3 2 a1 1 2 8 4 8 6 1 * PR “‘_lﬁ?\ 2 3 4 5 6 7
= |
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Priviti cum aratd in R? rezultatul Qlyﬁarii vectorului x = [x, x; ]7 cu vectorul
y = [yo y1l", adicd: x+y = [b>:§)yo x1+y1]".
Grafic, luam primul vector si 1l rQ/ zentam, apoi luam al doilea vector si il plasam cu
originea in extremitatea pri i vector fara a-i schimba directia, iar vectorul suma va
fi cel care pleaca din origi rimului pana in extremitatea celui de-al doilea.
Aceasta este celebra r%u#é a paralelogramului.

A

O
O
o
N
&
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Tnmultirea (multiplicarea) vectorilor
cuscalariin L,[—1,1]

ax = ax(t) ax = ax(t) OQ.

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGIT%@\LELOR 1€
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SLIDE 16 Qg/v

In Ly([—1,1]), inmultirea unui vectqgh un scalar reprezinta, de fapt, inmultirea
functiei considerate cu scalarul r i

e iv
Consideram, spre exemplu, , e‘ﬁgul” x = sin(mt) si scalarul o = 1,5. Atunci
rezultatul este ,vectorul”: Q‘
Q ax = 1,5 sin(mt)
Prin urmare, amplitud@a creste de 1,5 ori.
&
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Adunarea (tnsumarea) vectorilorin L,[—1,1]

Consideram ,vectorul” x = sin(mt) si ,vectorul” x = 0,3 sin(25mnt).
Rezultatul adunarii lor este ,vectorul”:

x+y=x(t)+y(t)

x+y = sin(mt) + 0,3 sin(25nt) Q_

x+y = x(t) + (1) ny"x(l)»rz\/o
N

¥ = 0.3 sin(25xt)

x = sin(xt)

x4y = sin(xt) + 0.3 sin(25xt)

L T . 5 %v' 3 :

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITWLELOR
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Q/?‘

in L,([—1,1]), adunarea a doi vectori duce la insumarea a doua functii.
Consideram, spre exemplu, ,,vec’%@j x = sin(mt) si ,vectorul” x = 0,3 sin(25nt).
Rezultatul adunarii lor este ,,vech/ "

&
care are forma din figura.

Trebuie sa remarcam
vectoriale consider

sin(mt) + 0,3 sin(25mt)

at’de diferit arata exemplele de vectori din cele doua spatii

2

— primul si L,([—1,1]) — al doilea, si implicit rezultatele

obtinute la Tnmulgﬁea cu scalari, respectiv la adunare.

X
\%
&

&
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Mai avem nevoie de ceva?

ACESTEA SUNT NOTIUNILE NOU INTRODUSE

* Multimea vectorilor V N
* Multimea scalarilor (de obicei C) \g/
+ Inmultirea (multiplicarea) cu scalari X~

* Adunarea (insumarea) vectorilor &é

PENTRU A PUTEA MASURA S| COMPARA VECTORII IM‘RODUCEM
PRODUSULSCALAR A DOI VECTORI \/
Nz

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGIT%@\LELOR 18
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SLIDE 18 <O

Sa trecem 1in revistd ce avem ?’h prezent. Notiunile nou introduse sunt
enumerate in slide. Avem nev0|e , si de 0 noud operatie care sa ne permitd sa
madsuram si sd comparam vecto ||
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PRODUSUL SCALAR A DOI VECTORI

* Permite stabilirea similaritatii a doi vectori

* Daca produsul scalar al celor doi vectori este zero, atunci vectoriisirmt
ortogonali

(w):VxV=C

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALAASEMMALELOR

SLIDE 19

Aceasta necesitate va fi asigurata prin-definirea produsului scalar a doi vectori. El este
esential ca ingredient al spatiului(vectorial, pentru a putea construi notiunea de
distanta intre elementele acestdia. Se numeste ,scalar” deoarece rezultatul
produsului este un scalar, upnumar. Valoarea obtinuta poate fi interpretata ca o
masura a similitudinii, a aseémanarii dintre cei doi vectori. Daca produsul scalar este
zero (caz foarte important, pe care il vom examina in detaliu), spunem ca vectorii sunt
maxim diferiti sau, altfel'spus, sunt ortogonali.
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Proprietatile (axiomele) produsului scalar

Pentru z,y,z € V si a € C, arbitrar considerate, avem:

> (x+y,2) = (x,2) + (y,2)
> (x,y) = (y,%)*

> (ax,y) = a*(x,y)
(x,ay) = alx,y)

> (x,x) >0

» (x,x)=0&x=0

Daca produsul scalar a doi vectori nenuli, x,y#0, este egal cu 0, adicé;(«, y)=0, atunci cei doi vectori
se numesc ortogonali.

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALAASEMMALELOR

SLIDE 20
Produsul scalar este si el definit axigmatic, iar conditiile pe care va trebui sa le
indeplineasca sunt cele din slide, cu observatia ca s-a folosit notatia ,,asterisc” pentru
conjugata numarului complex respéctiv. Nu mai este necesara conjugata atunci cand
se obtin valori reale.
Avem:
Distributivitatea produsului scalar in raport cu adunarea vectorilor.
Comutuativitatea produsului scalar, sub rezerva aplicdrii conjugatei
atunci cdnd produSul este un numdr complex.
Regulile de iesire a numdrului complex a din interiorul produsului
scalar inafaralacestuia.
Produsul scalar al unui vector cu el insusi este un numdr real pozitiv.
Produsul scalar al unui vector cu el insusi este zero, dacd si numai dacd
vectorul este vectorul nul.
Este important de retinut ce inseamna ortogonalitatea a doi vectori.
Vom analiza cateva exemple de produse scalare pentru a ne stimula putin intuitia.

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark.

20



Produsul scalarin R?

(x,y) = xoy0 +xan

NORMA VECTORULUI x

; (e =+ = 2

(x,y) = xop + xay = ||x| |lyll cosa

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALA,ASEMMALELOR

SLIDE 21

in R? produsul scalar a doi vectori esté dat de produsul primelor componente din
fiecare pereche, la care se adupa jrodusul componentelor secunde din fiecare
pereche.

Aceasta definitie nu permite e justificare imediata, asa cd haideti sa particularizam
putin.

Tn primul rand, dacd ne uitdm la produsul scalar al unui vector cu el insusi, putem
vedea ci el este egalcurx2 + x7, adicd suma patratelor componentelor sale. Daci ne
uitam la reprezentarea grafica a vectorului, putem vedea, folosind teorema lui
Pitagora, ca rezultatul acesta este chiar patratul lungimii vectorului. De fapt avem
chiar un nume dedicat pentru aceasta lungime: norma vectorului. Deci norma unui
vector este.radacina patrata a produsului scalar al vectorului cu el insusi, si reprezinta
lungimea vectorului.

Asadar produsul scalar al unui vector cu el insusi este o foarte buna masura a lungimii
vectorului si intelegem acum de ce se extinde aceastd definitie de la R? la toate
spatiile vectoriale.
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Ortogonalitate in R?

(x,y) = xoy0 + x1y1 = ||x|| ||yl cosa

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALA,ASEMMALELOR

Slide 22

Sa revenim acum la definitia generald,a produsului scalar.

Am putea folosi putina trigonometrié pentru a demonstra echivalenta celor doua
exprimari. Va las voua aceasta bucutie!

Deci, produsul scalar dintre dojvectori este egal cu norma primului vector inmultita
cu norma celui de-al doiledvector ori cosinusul unghiului format de cei doi vectori.
Acum, daca cei doi vectori au norme egale, produsul lor scalar va fi o buna masura a
similaritatii celor doiy-vectori, deoarece ia valori intre patratul normei comune
vectorilor, atunci.¢and ei coincid, si zero, atunci cand unghiul dintre ei este de 90 de
grade (ei fiind ertogonali).

Deci ortogondlitatea exprimd diferenta maximd de similaritate dintre doi vectori din
plan (,veetotii sunt total diferiti unul de altul”).
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Produsul scalarin L,([—1,1]). Norma.
Un exemplu: x(t) = sin (7t)

1
(x,y) = / x(t)y(t) dt &
N O
(x,%) = [[x|[? = [2, sin(xt)de = 1 (x,%) = [Ix| = J*, sin®(wt)dt = 1 Q>’
v
\

-1 0 1 -1 & 0 1
Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITA?ﬁgg\LELOR
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SLIDE 23 Qg/v

Ludnd acum un alt exemplu, sa ar, ?ém o privire asupra produsului scalar din
L,([—1,1]). Acesta este de obicei c(e'j it ca integrala produsului dintre doua functii x
siy (care corespund celor doi ve{@i).

Va asigur ca este foarte uso erifici ca acest produs scalar, astfel definit, respecta
axiomele. (S

Sa folosim acum acesb:{o us scalar pentru a calcula norma vectorului x = sin(mt).
Calculul integralei r@ conduce la valoarea 1, ce corespunde zonei marcate in
reprezentarea grafica. Amintiti-va interpretarea geometrica a integralei definite!

X
\%
&

&
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Alt exemplu: y(t)=t

Iyl = [, 2 dt =2/3

- S
-1 Jv_

-
N/ 3
Marin Bancos - PRELUCRAREA DlGlTA?ﬁg?ALELOR

v

SLIDE 24 Qg/v

Considerdm acum un alt element din%?f—l,l]), respectiv pe y(t) = t (rampa3 liniard).
Daca vom calcula norma acestuia c@) em valoarea 2/3 si deci norma sa nu mai are
valoarea 1, precum in cazul anterior.

Pentru a avea tot valoarea ebuie sa-I modificam pe y(t), impartindu-l pe t cu
V273, Q

Motivul pentru care facern asta este ca de-abia acum, caAnd ne-am asigurat ca vectorii
au aceeasi norma, m folosi produsul scalar pentru a compara functiile/vectorii x
siydin Lz([—l,@
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,Comparam” semnalele x(t) si y(t)

(x,y) = [*, x(t)y(t)de ) = 2y xe)y(e)de

x = sin(xt) o 2 a x = sin(xt) \VNV

\J
1 0 1

1 0 1 @:

y) = [y I Besin(xt)dt = (2/x) /372 = 0.78 %@
! v

J,
ﬂ NS

y= 378
Rk

1

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITWLELOR
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Deci, in prima figura avem reprezentaéyhma functie, x(t) = sin(mt), iar in cea de-a

L. t 3
doua figura avem cea de-a doua f =t.

\/ tie, J’(t) = \/?/3 = 2
Calculam produsul scalar di cele doud, iar acesta este de aproximativ 0,78. El
corespunde ariei marcate ?Q?g.uré.
Sa ne amintim ca pentru vectori de aceeasi norma, 1 in cazul nostru, produsul scalar
poate varia intre ac& valoare, 1, in cazul asemanarii maxime a vectorilor, si 0, in
cazul ortogonalit“ﬁ)corespunzétoare faptului ca vectorii sunt total diferiti.
Aici avem o va@e de 0,78 care indica faptul ca rampa liniara si functia sinus aleasa
sunt, de fa t,%estul de asemanatoare.

N
&
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O alta ,comparatie” intre doua semnale

y =1~ [t], symmetric

Q‘(

x = sin(xt), antisymmetric x = sin(xt), antisymmetric <

-1 0 1 ot o V\ |
&é

0 V%

x = sin(xt), antisymmetric VV

2

3 ; &
Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITWLELOR

y =1~ |t|, symmetric

v

SLIDE 26 Qg/v

Produsul scalar in cazul functiilor x sj Vfl“gurate aici ne conduce, de aceasta data, la
valoarea 0 (suma ariilor colorate @ semne opuse, ne da 0). Aceste functii sunt
ortogonale, deci maxim diferit ‘h}ru de asteptat atata timp cat una este simetrica
(para), iar cealalta este antisj ica (impara).
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Un ultim exemplu de ,comparatie” intre doua
semnale

NA NN K
VATATAYS |

|V V VV &

[\ AN \ [ A g% v
\ AN A A T W (.

| \ \ \ | \ [ -
S AT R N 771 ¥ -1 ) 1
\ / \/ /| \ 17 1. X
\ J vV |/ \ \\/ A x = sin(4xt)
Y W, \ \\V \ /
-1 0 1
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Un alt caz celebru de ortogonalita@&nctiilor este dat de sinusoide ale caror
frecvente sunt legate armonic. Q

Deci, suntem incd in L,([—1,1 )\.\/begem, ca prima functie, x(t) = sin(4mt), iar ca a
doua functie, y(t) = sin(%g%)/. Cele doua frecvente sunt multipli ai frecventei
fundamentale .

Daca calculam produsul scalar al functiilor, chiar si grafic, putem vedea ca trebuie sa
calculam ariile acest@ ne, colorate in rosu si verde, si sa le insumam. Pentru fiecare
zona colorata in E;u avem cate o zona corespunzatoare de aceeasi arie, de culoare
verde, care a emnul opus. Si astfel, pe masura ce le Tnsumam, ajungem la un

produs sc@?ﬁ)tal egal cu zero.
N\
Q~

¥
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NORMA vs DISTANTA

* Produsul scalar permite definirea normei unui vector:

x|l =/ {x, x)

* Cu ajutorul normei se defineste distanta dintre doi vectoti:
d(x,y) = [lx — yl|

liyll

]l

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALA,ASEMMALELOR

SLIDE 28

n general, dacd avem un spatiu vectosial"dotat cu un produs scalar, avem si o norma
definitd natural in acest spatiu, péntru orice vector x, data de radacina patrata a
produsului scalar al lui x cu el insusi.

Putem folosi aceastd norma pehtru a defini si o distantad, d(x, y,), intre doi vectori x si
y, data de norma diferentei’dintre cei doi vectori.

Din nou, in R? acest lucru este foarte usor de vizualizat, dupa cum se observa si in
figura. Aici diferentacdintre cei doi vectori este vectorul care conecteaza extremitatile,
iar norma acestui.Vector de legatura este o mdsurd cantitativd a distantei dintre
vectorii initiali.

Retineti c3.distanta nu este acelasi lucru cu ortogonalitatea! Intre vectorii ortogonali
putem avea o distanta foarte mare. Distanta dintre ei cu siguranta nu este zero.
Produsul scalar este, asa cum am vazut, o mdsurd calitativd a similaritdtii, a
asemandrii dintre vectori, iar ortogonalitatea acestora sugereaza ca vectorii sunt total
diferiti ori, altfel spus, au forme complet diferite.
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Distanta dintre doua semnale

OQ"

lIx =yl = [, Ix(e) = p(e)2 ot llx = yl? = 2, |x() - y(£)F dt = 2

A /\ i m??o\
NV VARV it $v \/

-1 0 1 -1 v 0
J,
Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITWLELOR

o

v

v
SLIDE 29 <O

in spatiile vectoriale de functii, norm rentei dintre doi vectori este exprimata de
obicei prin eroarea pdtraticd medi C)

Ne plasam in L,([—1,1]) si al , din nou, x(t) = sin(4mt) si y(t) = sin(5nt).
Vom avea norma si reprez§~%ﬂle grafice din slide. Diferenta functiilor are, insa,
reprezentarea grafica ciu din figura, figurata cu culoarea albastra. Daca calculam
aria acestei diferente la patrat obtinem o valoare egala cu 2, care reprezinta distanta
dintre cele doua functii-sinusoidale legate armonic.

O
o
N
&
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Semnale discrete (digitale) de lungime finita

Semnalele de lungime finita si cele periodice ,,convietuiesc” in CN

* Notatia utilizata pentru vectori:
x=[x0 X1 xn-1]7T

» Toate operatiile utilizate sunt bine definite si intuitive

* Spatiul semnalelor N—periodice este notat cateodatd prin (CN

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALAASEMMALELOR

SLIDE 30

Deci, cum ne vor ajuta pe noi spatiile mectoriale in studiul semnalelor in timp discret?
Ei bine, pana acum ar trebui sa fifost bine inteles faptul ca semnalele de lungime
finita convietuiesc in CV.

Vom nota orice semnal de Jingime finitd N printr-un vector x = [xg x; ... xy_1]7,
unde operatorul de transpunere indicad faptul ca acesta este, de fapt, un vector
coloana.

Toate operatiile cu acest'tip de vectori sunt bine definite si intuitive.

Avem adunarea siinmultirea cu scalari definite in CV.

Spatiul semnalelor N-periodice este, de asemenea, egal cu CV, deoarece, asa cum am
vazut deja, ‘antitatea de informatie a semnalului periodic, de perioada N, este
echivalenta cu cantitatea de informatie continuta de semnalul de lungime finita N.
Uneorti,pentru a sublinia in mod explicit periodicitatea semnalului, vom indica spatiul

veétorial folosind notatia cu ,tilda”: CV.
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Produsul scalarin cazul semnalelor discrete
(digitale) din CV

n=0

N-1 N
(x,y) =Y x"[nly[n] ?\3/

v
SLIDE 31 <O

in CN produsul scalar este definit pri ula data in slide.

El este corect definit, si se poate. fage verificarea indeplinirii axiomelor, pentru toti
vectorii de lungime finita N, bbpentru toti vectorii din CV. Prin urmare el este

corect definit si pentru toa Qgemnalele de lungime finita N, respectiv pentru cele
periodice de perioada N. Q

@)
&
&

&
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Cum tratam cazul semnalelor discrete
(digitale) de lungime infinita?

00

(xy)= > x[nly[n]

n= oC

ATENTIE: o astfel de suma ar putea ,,exploda” (sa avem rezultatukinfinit).
Este necesar sa ne asiguram ca acest lucru nu se intampla.

Impunem urmatoarea conditie:

S 2k i ; R 2

* Semnalele sa fie siruri de patrat- sumabil, adicat 2 |X[n)l* < o0
Sa ne amintim ca am introdus deja notatia pentruispatiul sirurilor
infinite de patrat sumabil: 62(Z)

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALAASEMMALELOR
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Ce facem, insa, in cazul semnalelor dedungime infinita?

Am putea extinde conceptul de C¥(a'C*®, dar ne-am confrunta cu 0 mare problema:
produsul scalar, definit anterior.pe-¢azul N, s-ar extinde acum la o suma infinita, care
ar furniza un rezultat infinit.

Pentru a ne asigura ca acest lucru nu se intampla si ca produsul scalar este bine
definit, vom considera unsspatiu vectorial al secventelor (sirurilor) de lungime infinita,
dar de patrat sumabjl{conditia din slide).

Daca va amintiti.definitia energiei unui semnal, noua conditie impusa acum este
echivalenta cuteeérinta ca toate secventele (sirurile) din acest nou spatiu vectorial sa
fie de energigfinita.

Acesta este Spatiul vectorial al secventelor (sirurilor) de patrat-sumabil [, (Z).

in contihuare vom folosi aceeasi notatie vectoriald pe care am folosit-o si pentru
semnalele de lungime finitd. Vom avea acum vectori cu coloana infinita.

Din pdcate, exista multe semnale de interes care nu apartin lui [,(Z), iar astfel de
situatii vor trebui depasite.
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O chestiune de tehnica... matematica

Operatiile introduse, mmul irea (multiplicarea) cu scalari si adunarea (insumarea), nu
au voie sa ne ,arunce” in afara spatiului in care acestea se folosesc.

Cu alte cuvinte, orice combinatie liniara de vectori din spatiu trebuie sa conduca laan
vector care apartine spatiului.

Daca se indeplineste aceasta conditie, atunci este asigurata completitudinea
spatiului, acesta numindu-se spatiu comp!et

Exemplu de spatiu incomplet:

1 : -
Xp = ﬁGQ nll.";cxﬂ_egQ
I L

1 L1 |

I 1 T T 1

0 1 x A2 x2 "\ 3
X4
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Si, in sfarsit, un ultim aspect tehnicHhAm definit spatiile vectoriale in asa fel incat
operatiile standard, inmultirile cu sdalari si adunarile, sa nu ne arunce Tnafara spatiului
vectorial.

Cu alte cuvinte, orice comhifiatie liniara de vectori din spatiul vectorial considerat
trebuie sa apartina spatiuldi vectorial.

Acum, daca avem o succesiune infinita de vectori din spatiul vectorial, care converge
catre o limita, dorimrga“aceasta limitd sa apartina si ea spatiului vectorial. Un spatiu
vectorial cu aceastd proprietate se numeste spatiu complet. Aceasta este, insa, o
cerinta pur tebnica, care nu este niciodata folosita in mod explicit in procesarea
practici a_‘seémnalelor, dar va fi utila pentru a demonstra unele rezultate
fundamentale, precum teorema esantiondrii, la care ne-am referit inca din primul
curs.

Este-greu sa se vina cu un exemplu simplu de spatiu vectorial incomplet, dar pentru a
va face o idee despre ce implica completitudinea, puteti lua in considerare, de
exemplu, multimea tuturor numerelor rationale Q.

Putem construi siruri convergente de numere rationale, care nu converg, insa, catre
un numar rational. Seria din slide converge catre numarul irational e, in ciuda faptului
ca fiecare termen al seriei este un numar rational.
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SPATII HILBERT
Q..
({>/O

Orice spatiu vectorial H(V, C), pe care s-a definit un produs scala
(-,7) : Vx V> C, si care este si spatiu complet, se numeste sp@:/bert

.)?\
Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITA%S@LELOR

v

?»
SLIDE 34 <</

Cand pe un spatiu vectorial s-a deﬁqym produs scalar si spatiul si este un spatiu
complet, spunem ca spatiul vect siderat este spatiu Hilbert.

<</
QQ~
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Baza a unui spatiu vectorial

* Combinatia liniara reuneste operatiile de baza introduse pe spatiul vectorial V:
inmultirea cu scalari si adunarea vectorilor

g=ax+fy
* Problema care se pune:

Poate fi gasit un numar minim de vectori in V, sa spunem

{W(k)},
astfel incat orice vector din V sa poata fi scris ca o combinatie linfara de vectori ai
acestei multimi

{w} 2
O astfel de multime de vectori din V se numeste baia‘a'spatiului vectorial.

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITALA ASEMMALELOR
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O bazd a unui spatiu vectorial este ,secheletul” acelui spatiu vectorial, ca sa spunem
asa. Baza este cea care ne furfizeaza structura spatiului vectorial si permite
descompunerea oricarui vector. dir’ acel spatiu intr-o combinatie liniara a vectorilor
din compunerea bazei.

Bazele spatiilor vectoriale §unt extrem de importante in procesarea semnalelor. Vom
vedea in cursurile urmatoare ca transformata Fourier este pur si simplu o schimbare
de baza.

intrebarea care né-0 punem este daci putem gisi un set minim de vectori intr-un
spatiu vectorial-astfel incat sa putem exprima orice vector din acest spatiu ca o
combinatie liniara de vectori ai acestui set. Un astfel de set 1l numim bazd.

Va putetiigandi la analogia cu blocurile Lego pe care am descris-o mai Tnainte.
Intrebatea ar fi: putem gési un set minim de blocuri de constructie cu care si putem
construi orice alta piesa din set?

III

O scurta observatie cu privire la notatia introdusa prin care dorim sa indicam o familie
de vectori {w(")}. Acel superscript din paranteza indica numarul cardinal (de ordine)
al vectorului din familie!
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Baza canonicd a lui R?

- . X0 ¢ois ; S S
Baza se numeste canonica deoarece coordonatele luix = [ Xl]’ adica x si X1, coincid cu coeficientii cu care se

inmultesc e si e(1) in scrierea lui x cu ajutorul elementelor bazei: x = X [‘1)]+ X1 [(1)]

P =<

X

o 7
x =20 4 e
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SLIDE 36
Vom incepe cu un exemplu foarte simplu, evidentiind baza canonicad pentru planul
euclidian.
Oricarui punct x din plan i asociem un vector cu originea in originea planului si cu

X
extremitatea Tn punctul conSidérat. Folosim notatia x = [x(;] , unde Xq si X4 sunt
valorile coordonatelor punctului, raportat la sistemul de axe.

Este usor de vizut c&daca folosim vectorii e(® = [é] sieD = [(1)], atunci vectorul x

se scrie imediat.ca,o’combinatie liniara de cei doi:
S [%0] =2 () 1
X—[Xl]—X0[0]+X1[1]—Xoe +x1e

Cumx a fost ales arbitrar, multimea {e(o), e } este, prin urmare, bazd pentru R?.
Mai mult, deoarece coeficientii/scalarii ce apar in combinatia liniard coincid chiar cu
elementele lui x, spunem ca baza este una canonicd.

Am luat si cazul particular din figura, iar lucrurile sunt acum mai usor de inteles.
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Un alt exemplu de bazi a lui R?

1 1
© — ) —
“=lo =[]

e x
[ ] [1:| ! [1] x=v" 4y |
X1 0 1 (0) (1)

X/ V0

Qo =X —X1, 01 =X
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SLIDE 37
Cu toate acestea, exista si alte baze\pe care le-am putea alege pentru planul
euclidian. De exemplu, baza considérata in slide.

. X0 . . T o
Orice vector x = [X1] poate fi exprimat ca o combinatie liniara a elementelor multimii

{(v®,vM 1} care au compohentele date in figurd. Formulele de calcul pentru
coeficientii combinatiei liniare x = agv® + a; vV rezults imediat dintr-un sistem
simplu de doua ecuatii’cl doua necunoscute.

De aceasta data goeficientii ag si @y nu mai coincid cu componentele lui x, si prin
urmare baza nu.mai este una canonica. Dar, totusi, ea este o baza.

Existd, de faptyun numar infinit de baze pentru R?.
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Exemplu de pereche de vectori din R?care nu
este baza

ool

X # (xlg(o) + (mg(l)
X0 1 -1 (1) . (0)
2] #enfo] v 3] 9 s
PROBLEMA: Vectorii alesigay sdnt liniar independenti
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Tnsd nu toate perechile de vectori din plaf reprezintd o bazd pentru planul euclidian.
lata ca, pentru exemplul din slide, fiuyeste posibil sa se exprime orice punct din plan
ca o combinatie liniara de g(o) Si g(l). Aceasta deoarece orice combinatie liniard a
acestor doi vectori duce la un€ezultat ce are a doua componenta 0. Prin urmare, cu
ajutorul lor nu putem exgrima niciun vector pentru care a doua componenta este
nenula.

Grafic, este usor de"ydzut, deoarece puteti observa ci g(® si g sunt de fapt
coliniari, adica sunt in prelungire in plan. Ei pot ,captura” doar o componenta
dimensionala asplanului si orice combinatie liniarad a lor va duce la un simplu punct de
pe aceasta.dreapta, fara a se putea ajunge la celelalte puncte din plan.

Exprimam acest lucru spunand ca vectorii sunt liniar dependenti.
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EXISTA BAZE CANONICE TN CAZUL SPATIILOR
DE DIMENSIUNE INFINITA?

SLIDE 39 Qg/v

Ne punem acum intrebarea fireasca c@ire la existenta bazelor canonice pentru
spatiile vectoriale de dimensiune infinita.

N\
&

4
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Raspunsul este DA!
EXEMPLU: Baza canonica pentru £, (Z)

ek —

Q
T~ Pozitiak ,k€Z @
&

S OO0 HOO !

?»
SLIDE 40 <O

Cu anumite precautii, raspunsul este W.‘Spre exemplu, pentru [,(Z) baza canonica
are o infinitate de elemente si e6 rmatd din vectorii e, ce au exprimarea din

slide. U
&

4
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DAR TN CAZUL
SPATIILOR VECTORIALE DE FUNCTII?

A
f(t) = zk:akh(*)(:) ?&

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGIT%@\LELOR 1

v

SLIDE 41 Q&
Si mai interesant este faptul ca put ezvolta baze pentru spatiile vectoriale de

functii. Luati, de exemplu, urméba a baza de functii de patrat integrabil pe un

interval.
N/
&
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O baza celebra pentru spatiul vectorial L, ([—1,1]) al
functiilor de patrat integrabil definite pe intervalul [—1,1]

N/
Baza Fourier ?y@

1 2 g .
E, coswt, sinwt, cos2wt, sin2wt, cos3wt, sin3~t, ..

Sal
&

Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITWLELOH
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v
SLIDE 42 <O

Subliniez, exista un numar infinit de b ?bentru orice spatiu vectorial.

In cazul lui L,([—1,1]) una dintr &mal faimoase baze este baza Fourier. Putem
ordona vectorii acesteia ca in sli

Putem, oare, reprezenta gi(e functie de patrat integrabil peste [—1,1] ca o
combinatie liniard a ace functii de baza? Raspunsul este da, din moment ce
matematicienii au de trat ca este vorba despre o baza a acestui spatiu vectorial.
lar acest lucru va dué%ﬂrezultate deosebite.

&
&

&
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Utilizarea bazei Fourier in cazul semnalului
dreptunghiular ~

n
3 Sk + e (1 + 4S)mie & %+
< 2+l : 4

1 ° 1

N E
3 ""(;: * :)“ N sin(2k + 1)xt k + 1)t
k=0 32 2k +1 2k +1
=] b
1 Vi
M 1 1 %\
: \/\vavvvv\/\} Nm u - s?N‘ ~r
1
1 0 IVV -1 0 1
Marin Bancos - PRELUCRAREA DIGITWLELOR 1

, N 0
| : X

B V\/\ D /\/(@'42
. H \J

v

SLIDE 43 Qg/v

De exemplu, putem aproxima o Rc";ie discontinua, cum este acest semnal
dreptunghiular, cu o combinatie Jiniara de functii continue, de sinusoide. Pentru
fiecare numar N de termeni v rh)btine 0 noua aproximare. Acum, desigur, puteti
vedea cd pe masura ce numa al termenilor creste, aproximarea este din ce in ce
mai buna.

Tns3 ceva nepldcut se intdmpld in punctele de tranzitie. Aceastd crestere pe care o
vedeti in jurul punct@%@le tranzitie este cunoscuta sub numele de fenomenul Gibbs.

O
o
N
&
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DEFINITIA BAZEI UNUI SPATIU VECTORIAL

Se dau:

+ Un spatiu vectorial H OQ-
* O multime de K vectori din H:

W= {W(k} }k=0,1,...,K—1

Atunci W este o baza pentru H daca: %Q/®

* Oricare x € H poate fi scris sub forma: JVV“
— yk-1 (k)
X=Dk—oaxw'’, ap€ C U

« Coeficientii a; sunt unici
5 k é
o)

v

v
SLIDE 44 <O

Dupa acest exemplu, haideti sa form@??n conceptul de bazd a unui spatiu vectorial

H. O

Luam o multime de K vectori diw);i denumim multimea W.

W va fi o baza daca se intam oua doua lucruri:

 Tn primul rand, trebuie Q@%‘ém sa exprimam orice vector x din spatiul vectorial ca
o combinatie liniaraformata cu vectorii lui W.

+ Tn al doilea rénd,@ icientii care apar in aceasta combinatie liniara trebuie sa fie
unic determir%fj:pentru fiecare vector x considerat.

?\
\%
Q}%

@?‘
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UNICITATEA REPREZENTARII UNUI VECTOR OARECARE
CA O COMBINATIE LINIARA DE VECTORII BAZE]

<

K-

Zakw(k)=0 = =0, k=0,1,...§1
k=0 Q/

SLIDE 45 Q/?\

Unicitatea reprezentdrii este echivale@u independenta liniard a vectorilor din baza
w. O
Cu alte cuvinte, daca luam o Phbinatie liniara a vectorilor din baza care ne da ca
rezultat vectorul nul, atuncj asta egalitate va avea loc daca si numai daca toti

coeficientii sunt nuli. Q
4

O
o
&

@?‘
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BAZA ORTOGONALA. BAZA ORTONORMALA.

» Intr-o baza ortogonal3, pentru orice k si n distincte, avem:

(wk) wimy =0

» Tntr-o baza ortonormald, pentru oricare ar fi k si n, avem:

(w), w(y = §[n — K]

L4 SO

SLIDE 46

Dintre toate bazele posibile ale unui spatiu vectorial, cele mai importante sunt bazele
ortogonale. Intr-o baza ortogonald( vectorii bazei sunt reciproc ortogonali, conditie
care se exprima prin prima relatie‘din slide.

Daca avem un noroc deosebijt,\acesti vectori vor fi, de asemenea, si de norma unitara,
iar baza devine astfel © “bazd ortonormald. Proprietatea cheie a unei baze
ortonormale se exprima intr-o forma compacta prin relatia din slide. Produsul scalar
dintre oricare doi vectori ai bazei ortonormale este egal cu delta diferentei dintre
indici. Deci, cu alte) cuvinte, daca vectorii nu sunt unul si acelasi, atunci produsul
scalar va fi egakcu zero. Daca, insa, avem produsul scalar al unui vector din baza cu el
Tnsusi, atuncirodusul este egal cu unu.

Daca baza.hu este ortonormald, vestea bunda este ca avem un algoritm numit
proceddura de ortonormalizare Gram-Schmidt. lar voi deja stiti acest lucru. Asta ne va
permite sa schimbam orice baza a unui spatiu vectorial intr-o baza ortonormala, daca
avem nevoie.
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Determinarea coeficientilor ay cand baza
este ortonormala

v
SLIDE 47 <O

Daca avem o bazad oarecare, intreb ?‘este cum determinam pentru un vector x
oarecare, al spatiului vectorial, co@%ntn ay din reprezentarea sa ca o combinatie
liniara de elementele w) ale 2@
Daca baza este ortonorma?_%ﬂtuna procedura este una extrem de simpld. Luam
produsul scalar dintre vech () al bazei si vectorul original x si vom obtine direct
coeficientul ay.

Puteti verifica acest @or?] foarte usor, inlocuindu-I pe x, avand prima expresie, si luand
in considerare or rmalitatea bazelor.

QX
e

%\v
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SCHIMBAREA BAZELOR

Daci {v(®)} este o bazi ortonormals,

atunci:
K-1 K-1 By = (v(? x)
X = Z ayw(®) = Z Biv®) —_
k=0 k=0 — (v(P), Z aw(¥))
k=<0
K-1
— Z S (v wk)y
=0

SLIDE 48

O alta problema frecventa, cu care neywom confrunta, este schimbarea reprezentarii
unui vector, ca o combinatie liniara( dintr-o baza in alta.

Ludm un vector x si consideram, reptrezentarea sa ca o combinatie liniara de vectori ai
bazei {w(k)}.

Intrebarea care se pune esté:

Cum gasim coeficientiireprezentarii aceluiasi vector in raport cu o alta baza, {v(k)}?
Presupunem cd a doud baza este una ortonormald. Urmarim rationamentul pe slide.
Coeficientul oargeare fB; din noua reprezentare se obtine, asa cum am vazut in slide-
ul anterior, ca\produs scalar intre vectorul v® al noii baze si vectorul original x.
Tnlocuindu=l_pé x cu prima sa reprezentare si folosind proprietatile produsului scalar
se obtipe‘imediat rezultatul din figura.
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EXPRIMAREA MATRICEALA

Daca notam cu:
che = (v, w® ), obtinem:

K-1
Br=_ an(v(?,wik)
k=0
K-1
= Qi Chk

k=0
BO [ Coo 01 Co(K-1) Trp
ﬁK—l fk-10 CkK-1)1 .-+ Yr-1)}ki1)| |XK-1

AN

SLIDE 49

Noul coeficient este, de fapt, o combinatie liniara a coeficientilor anteriori. Ceea ce
este remarcabil este faptul ca factoftiiyutilizati in aceasta combinatie liniara nu depind
de vectorii pe care 1i manipulam. Aici apar doar produse scalare intre vectori din baza

originala si noua baza.

De fapt, putem rescrie totll €a produsul a doua matrici. Noua exprimare ne ajuta sa
realizam simplu schimbarea de baza, plecand de la o baza oarecare si trecand la o

baza ortonormala.

Vom vedea, foarte)curdnd, ca asta este cu adevarat ceea ce se afld in spatele

algoritmului destransformare Fourier discreta pentru semnalele de tip finit.
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VA MULTUMESC, AM TERMINAT. APLAUZE, VA ROG!

SI CHIAR NU ESTE CAZUL SA MAI PUNETI SI INTREBARIZ)CA NU MAI AVEM TIMP.
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