CURSUL 3

PROBLEMA MOMENTULUI INITIAL. REZOLVARE. Q..
BUCLA. RECURSIVITATE. EXEMPLE. O
REDAREA AUDIO A UNOR SEMNALE. Q>/
ALGORITMUL KARPLUS-STRONG. O

REPREZENTARI IN PLANUL COMPLEX.
CONDITIA DE PERIODICITATE A SEMNALELOR N TIMP DISCRET.
PERCEPTIE SI ALIASING.

EXPONENTIALA COMPLEXA. AVANTAJELE UTILIZARII SALE. $

&
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SLIDE 1

v

Q/?‘

Vom continua, acum, cu aprofunda qﬁg\?teea ce ITnseamna introducerea acelei bucle

inverse, despre care am dlscutat si

aborda lucrurile concret prin exemple

Vom vedea ca am facut pasiim nt| si ca putem, deja, compune ,, muzica”.
Vom discuta si despre un s Q’ dlgltal fundamental, exponentiala complexa in timp

discret, si particularitatile Q

@?‘

Q~

are aceasta le prezinta.

O
&
N
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Bloc de mediere (aritmetica) a doua
esantioane consecutive: media mobila

vl = B

x[n]

SLIDE 2 <</?~

Va aduceti aminte, din cursul prece ,"ca o medie mobild este o medie locala pe
care o efectuam la fiecare pas @ -0 secventd, astfel: se ia esantionul curent
impreuna cu esantionul anterio:\l}binsumeazé cele doua si se impart la 2.
Asadar: Q’
(2 y[n] = x[n] + x[n-1]/2.
Reprezentarea cu bIoc%ia mediei mobile, este cea din figura.
o~
O
D
Q)?“

N
R\
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Ce se intampla daca inversam sensul buclei?

xln] @ ylol

y[n] = x[n] + ay[n —1]

L NG e

SLIDE 3

O intrebare legitima este urmatoarea:(ce se intampla daca in blocul de mediere
mobild analizat inversam sensul budlej?

Sa ludam cazul cel mai general, cand realizam scalarea cu un alfa oarecare. Se obtine
circuitul din figura.

Ecuatia care descrie transf¢rmarea operata de circuit este

urmatoarea. Avem ca y[n} = x[n]+ ay[n-1], adicd iesirea la momentul n, este egala cu
intrarea la momentalhn-plus alfa,unde alfa este pur si simplu un factor de scalare
oarecare 1n acest.¢az, de inmultit cu iesirea la momentul precedent (n-1).

Deci, reutilizamstezultatul de la iesire y[n-1], anterior, in loc sa folosim un esantion de
intrare x[n-1}.anterior.

Ori de cate ori folosim esantioane anterioare de pe iesire in formula considerata,
spunerica algoritmul este recursiv.
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Conceptul de recurenta

SLIDE 4
Si poate ca aceasta imagine a lui Esc Ws“Urprinde, intr-adevar, esenta recursivitatii si
problema ei fundamentala. Daca avem nevoie de esantioane anterioare de pe iesire,
atunci de unde incepem? \/6

<

M. C. Escher (1898-1972) st un cunoscut artist plastic, gravor si grafician olandez,
iar lucrarea reprodusé@ici se numeste Mdini care deseneazd, fiind realizata in anul

1948, QC)O
?\
%
R
@?‘
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Rezolvarea problemei momentului
initial: @
Cine a fost prima data, oul sau gaina? _O
&
s
* Se stabileste care este momentul de start (initial): acesta, in uzual,
este stabilitny=0 %

* Ne asumam faptul ca intrarea si iesirea sunt pe zerdppentru toate
momentele de dinainte de n, = 0 (adica sunt res§~ )

SLIDE 5 <</?~

Aceasta este la fel ca problema mta:e@&bulu: sau gdinii.

Tn procesarea semnalelor probler;1‘§9 ezolvdm prin stabilirea conditiilor initiale nule.
Cu alte cuvinte, setam un moment de Tnceput pentru calculul algoritmului nostru si
presupunem ca toate intrézgggl iesirile sunt 0 pentru absolut toate valorile lui n
inainte de momentul de ifcepere. Asadar in acel moment de start, de obicei n,=0,

consideram ca toate bufferele, toate celulele de memorie din circuitele noastre, sunt
pe zero. Astfel puter@«startul.

O

N
&
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Un exemplu din... domeniul bancar

xln] ® ylnl

y[n] = x[n] + ay[n - 1]
Evidentiem o ecuatie simpla ce descrie modul de calcul al dobanzii bancar&pentru un
depozit bancar:
* Presupunem ca dobanda este de 5% (0,05) pe an
* Consideram ca dobanda acumulata se calculeaza la finalul an@twi, pe 31 decembrie
* Notam cu x[n] depozitele/retragerile din anul n
* Valoarea depozitului va fi: y[n]=x[n]+1,05y[n-1]

AN

SLIDE 6

Hai sa exemplificam recursivitatea explicand cum se acumuleaza dobanda in contul
vostru bancar.

Sa presupunem ca dobanda este ‘eanstanta ca procent si este, sa zicem, 5%. Procent
destul de generos, de altfel..,

Consideram cd se vireazd)in cont doar o data pe an, la sfarsitul anului, pe 31
decembrie.

Depunerile si retrageriledin timpul anului sunt modelate printr-o secventa de intrare
x[n].

Avem ca x[n] vaxfi pozitiv, daca ati depus bani in contul bancar, si negativ, daca ati
retras bani,

Valoareasdepozitului, y[n], va fi data de soldul x[n] al depunerilor si retragerilor de
pestesah, la care se adauga capitalul bancar y[n-1] avut Tn anul anterior inmultit cu
1,05.
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Acumularea dobanzii:
este descrisa printr-o recurenta de ordin 1

x[n] 8 yln] \</<>’
T P

SLIDE 7 Qg/?~

Priviti cum arata circuitul care cor de algoritmului de economisire bancara
descris. El inglobeaza operatiunil @ care le efectuam in contul nostru bancar pe
parcursul anului, iar rezultatul fl{/' at este suma totala pe care o vom avea la sfarsitul

anului in contul bancar. QQ/
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Dupa o singura depunere in anul de Tnceput...

x[n] = 100 4[n] OQ~

» y[0] = 100 Q>/
» y[1] =105 \/

» y[2] = 110.25, y[3] = 115.7625 etc. \;?“

» In general: y[n] = (1.05)"100 u[n)

200 200 f‘Q./

| =gl
°315:;;;o Dv2?§/¥iés1b

SLIDE 8 Qi(/v

Un exemplu simplu corespunde unei neri unice care se face chiar la inceput.

Sa presupunem ca anul este zero ﬁ)a depus 100 de unitati de numerar in contul
bancar. Atunci capitalul corespu@or anului zero, y[0], este 100.

Deoarece nu ne atingem %apital, la sfarsitul primului an vom avea y[1]= 105
unitati.

in al doilea an vom fi acumulat inca 5% din capital. Deci 5% dintr-un 105. Asadar y[2]
va fi 110,25. O )

in anul al treileé@aumulém y[3], care va fi suma anterioara ori 1,05. Si asa mai
departe...

Observam cgz)"h timp cresterea este una exponentiala, numai ca baza exponentialei
este uné‘ te mica si, prin urmare, nu ne vom imbogati foarte repede.

@?‘
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O generalizare interesanta

(+)

x[n] %5 y[n]
A
T = -M \/@
?s

SLIDE 9 <</?~

Haideti acum sa inlocuim intarzierea '?’buclé, care a fost o intarziere cu 1 esantion,

cu o intarziere cu M esantioane. ReZultatul va fi acum a ori iesirea intarziata cu M pasi

(esantioane), plus intrarea. 6

Cum o obtinem? Ea rezulta %ﬁnnlocuirea blocului de intarziere cu un esantion, cu o
id

cascada din M astfel de b Q e Intarziere.
V4

O
o
&

&
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Crearea buclelor si functionarea structurii

X[n] —{+ *+— yln]

z1 | 1 | !

(3) 2) (1)

yln] = ay[n — 3] + [n]

n intrarea x[n] | iesireay[n] | blocul (3) | blocul 2) locul (1)
1+0< 1 0 1

1 | (] 0+0 =0 0 1 1 | 0
I [] 0+0 =0 1 I o I 0
0+l =1 0 L
FI — ora-0 0 i 4
5 [ 0+0 =0 | 1 | o 0

(<7

SLIDE 10

Analizam cazul particular M=3, iar pentkl aceasta cascadam trei blocuri de intarziere
cu o unitate (adica trei celule elémentare de memorie). Vom considera conditii
initiale nule pentru intrarea x[n], iesirea y[n] si continutul celulelor de memorie.

Sa vedem cum functioneaza-tireuitul folosind la intrare o secventa discreta delta si
considerand a = 1.

Pentru fiecare n in parte, vom scrie valorile pentru intrarea x[n], iesirea y[n] si
blocurile de intaziere(celulele de memorie) (3), (2) si (1).

S-a creat astfel o budla care furnizeaza un 1 pe iesire la o perioada de trei esantioane.
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Exemplu

M =3, a = 0.7, x[n] = d[n]
» y[0]=1,y[1]=0, y[2] =0
» y[3] =07, y[4] =0, y[5] = 0
» y[6] = 0.72, y[7] =0, y[8] =0, etc.

SLIDE 11

Putem experimenta cu generatorulndé™ bucle modificand unii dintre parametrii
structurii.

De exemplu, sa alegem a = 0,7, S&/lasam intarzierea de 3, iar secventa de intrare sa
fie tot secventa delta.

Prima data cand parcurgenrvbucla, vom obtine aceeasi iesire ca in exemplul anterior.
Deci, y[0] = 1, y[1] = 0 si y{2] =0.

Pentru n = 3, valoarea-1 care a tranzitat linia de intarziere va aparea la intrarea in
sumator, fiind Tnmultita in prealabil cu 0,7.

Deci obtinem yf3} = 0,7, iar apoi obtinem din nou doua zerouri: y[4] = 0 si y[5] =0.
Dupa aceasta; cand parcurgem bucla inca o data, 0,7 a trecut prin linia de intarziere si
va fi inmultit din nou cu 0,7. Obtinem 0,7 la puterea doua.

Rezultatul obtinut va fi o secventa pseudo-periodica, in sensul ca avem acelasi model

de trei esantioane, dar de fiecare data dupa ce parcurgem bucla amplitudinea
esantionului diferit de zero din model este de 0,7 la puterea n/3.
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Putem compune ,,muzica”!

* Construim o bucla de recurenta cu o intarziere M

* Alegem un semnal digital X[n] care este non-zero
numai pentru: 0<n<M-1

* Fixam un factor a de descrestere (cadere)
* Furnizam pe intrare Xx[n]

* Culegem pe iesire rezultatul

L NG e

Un alt mod de a experimenta structura pfézéntata este sa pastram a = 1 (adica sa nu

avem atenuare), si sa utilizam un semnal de intrare avand suport finit, de ,lungime”

M esantioane, egala exact cu ,lungimea” lantului de M celule de memorie (a acelui

buffer).

Va incurajez sa faceti verificarea cu instrument de scris si hartie, si veti vedea ca daca

potriviti lungimea semnalydluirde intrare cu lungimea bufferului, ceea ce obtineti este

o secventd cu adevarat. periodica, in care apare modelul initial repetat de o infinitate

de oriincepand cu nmomentul O.

Interesant este caJputem folosi aceasta structurd simpla pentru a construi un

sintetizator muzical elementar care, in ciuda simplitatii sale, poate produce destule

simulari interesante ale sunetelor instrumentelor muzicale reale.

SLIDE 12

» Vom eonstrui o bucla recursiva cu o intarziere M.

» Mom alege un semnal de intrare care este de suport finit, fiind diferit de zero doar
intre 0 si (M — 1). Deci, lungimea suportului semnalului de intrare va coincide cu
lungimea liniei de intarziere.

» Vom alege q, fie a = 1, cand sunetul nu este atenuat, fie a < 1, cand apare
atenuare.

» Vom introduce aceasta secventa de suport finit in sistem si redam rezultatul
folosind strategia pe care am vazut-o anterior.
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Redarea unui semnal sinusoidal discret (digital)

Q..

N\ qm M
) BULLS

0 16 32 48 64 80 96 J?\
Y%
\s
©)
Fe)

-

o

v

SLIDE 13 Qg/v

Vom incepe cu un exemplu foarte si . Vom alege M = 100 (intarzierea) sia =1
(corespunzator sunetului neatenu

Vom considera semnalul de i {‘&e ca fiind ceea ce corespunde unei perioade
complete a unei sinusoide. g@est sens, ludm o sinusoida cu o frecventd w = 21t/100.
Aceasta Tnseamna ca o pe %a se va completa Tn exact 100 de esantioane.

Vom introduce secve a4n sistem si vom obtine urmatoarea forma de unda, unde
vedem ca perload%&t unite perfect la fiecare 100 de esantioane.

Daca redam aceasta forma de unda folosind o frecventa de esantionare de F, = 48
kHz, vom véb 8.000 de esantioane pe secunda, iar modelul se repeta la fiecare 100
de esa@e. Si astfel rezultatul pe care 1l vom percepe va avea 480 Hz.

&
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CUM SE AUDE?

480 Hz

Sine Wave Audio
Frequency

SLIDE 14
[REDARE SUNET SINUSOIDA]

Bine, acesta nu este un sunet prea.iateresant si de aceea vom incerca sa introducem
putin realism.
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Sa introducem cateva note de realism

M controleaza frecventa (pitch-ul, inaltimea sunetului) e
o controleaza anvelopa (,,cdderea” - decay) <</®

z [n] controleazdtimbrul (,,culoarea” sunetului) v
3
\s
)

v

v
SLIDE 15 <O

M - adica intarzierea fixata - controle J??'ecventa/?némltimea sunetului perceput.
o - controleaza anvelopa (caderea./ decay-ul, indiferent daca avem sau nu atenuare).

x(n) - adica esantioanele initiale\a/ emnalului de suport finit, controleaza timbrul /
culoarea sunetului.

Modificand acesti parameQ utem obtine efecte interesante.
4

@)
&
&

&
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Vioara si dintii de fierastrau...

M =100, a = 0.95, X[n] : semnal ,,dinte de fierdstrau” intre 0 si 99, si zero in rest

HALLLY
LA

0 16 32 48 64 80 96 0 166 332\/298 664 830 996

1

o

AN

SLIDE 16

Haideti sa tncercam sa schimbam timbyul/culoarea sunetului, adica pe x(n) si in loc sa
folosim o unda sinusoidala, folosiimy'ceea ce numim unda in ,dinti de ferastrau”.
Denumirea este chiar sugestiva simu are nevoie de explicatii suplimentare.

La ce ar corespunde un astfel’de'semnal? Sa ne imaginam ca tragem cu arcusul peste
o coarda a unei viori. Coarda‘se deplaseaza si se tensioneaza. Cand tensiunea devine
prea mare, coarda sare’ Thapoi in pozitia initiald. Modelarea deplasarii corzii si
intoarcerii sale brustela’pozitia initiala o facem chiar printr-un astfel de semnal, avand
o panta/o rampade crestere liniara de la -1 la +1.

Construim aceasta rampa, care merge de la -1 la +1, din 100 de esantioane.

Vom alege unfactor a = 0,95. Vom furniza noul semnal pe intrare si vom obtine un
semnal periodic care arata ca in figura.

Deoarece factorul a este foarte aproape de 1, nu veti putea vedea caderea anvelopei
dincaceasta mica fereastra de esantioane. Dar daca ar fi sa trasam semnalul la o scara
mult mai larga, caderea ar fi perfect vizibila.

Deci, acum, daca redam sunetul, obtinem un timbru/o culoare a sunetului, cum 7i mai
spunem, complet diferita.

[REDARE SUNET DINTI DE FIERASTRAU]

Bine, acesta nu a fost chiar cel mai bun sunet de vioara auzit de voi vreodata, dar
acest algoritm chiar functioneaza remarcabil de bine pentru a simula sunetul corzilor
ciupite.
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Algoritmul Karplus-Strong

M =100, a = 0.9, X[n]: este definit prin 100 de valori, oarecare, intre 0 si 99, si zero in rest @,
L

1

S RA e
Q/ 498 664 830 996

s

a3

SLIDE 17 Qg/v

Acesta este de fapt contextul in car ?fost inventat algoritmul de catre Karplus si
Strong. Ei au aflat ca cel mai bun @ de a initializa algoritmul, deci cea mai buna
modalitate de a ,alege” semnalul de intrare de suport finit, este utilizarea unor
esantioane complet aleatorii

La aceasta se adauga aIegQQ.unui factor a suficient de rapid.

Vom alege a = 0,9 si vam-folosi 100 de valori aleatorii, intre -1 si +1, pentru semnalul
de suport finit de Ia@ are. Dupa ce vom rula algoritmul, vom obtine o secventa de
iesire care va ara {_oam ca in figura. Aici deja putem observa ca factorul a determina
caderea mai ra?é a anvelopei.

Sunetul es eQDesta:

[REDAR ET KARPLUS-STRONG]

Ala@ﬂder Strong a inventat algoritmul, iar Kevin Karplus a realizat prima analiza a
modului in care acesta functioneaza. impreuna au dezvoltat implementari software si
hardware ale algoritmului, incluzand si un circuit integrat VLSI. Au numit algoritmul
DIGITAR, de la ,digital guitar”.
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AUTO - TUNE

AUTO-TUNE este un procesor

audio introdus in 1996 de

compania americand Antares Q"
Audio Technologies. Cum se UIEE O

obtineau noile efecte audio inainte

de a apadrea acesta? mm \g>/
, \g

. N3

Q/?‘
SLIDE 18 — AUTO-TUNE Q.
,Decat” o gluma... Qy“
O
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EXPONENTIALA COMPLEXA

L NG e

SLIDE 19

Am vazut, In tot ceea ce am pafcurs pana acum, citeva exemple relevante de
semnale in timp discret. Ne vom ‘epri, in cele ce urmeaza, asupra unui tip de semnal
care joaca un rol fundamentakin intelegerea prelucrarii digitale a semnalelor, de la
analiza Fourier si pana la filtrarea datelor. Este vorba despre exponentiala complexa.
Exponentiala complexa.descrie, intr-o forma compactd, un comportament oscilatoriu
cu o frecventa data—si¥o faza initiala fixata. Notatia cu numere complexe este si
convenabila, si foarte practica. Ea este considerata un fel de standard in procesarea
semnalului digital. Vom intampina, insa, si o dificultate importantd, aflandu-ne in timp
discret. Aceasta deoarece conceptul de frecventa devine aici mai complicat, din cauza
unui fenomen numit ,,aliasing”.
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O atentionare de inceput o
oS
- . PR
e/* = cosx + jsinx, unde: §= —1
%
R
X

\s

\
e

v

v
SLIDE 20 <O

Cand vorbim despre exponentiala CO@E&E\ avem in minte formula lui Euler, data sub
aceasta forma, din slide. O

De aici pot fi deduse si expresi@entru functiile sinus si cosinus, scrise cu ajutorul
exponentialei complexe. Va Q’ a va aduceti aminte si sa le obtineti!

R
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Oscilatiile sunt prezente peste tot

SLIDE 21

v
&

Am vazut ca oscilatiile sunt peste t@ urul nostru, Tncepand de la bataile inimii,

trecand apoi la motoare, ori la val Qy

muzicale.

arilor si oceanelor, ori chiar la instrumentele
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Oscilatiile sunt prezente peste tot

* Sistemele dinamice durabile se manifesta printr-un comportament
oscilatoriu (functioneaza ciclic)

* Intuitiv, lucrurile care nu se manifestd in acest fel, adica cele care nu\\
functioneaza ciclic, nu sunt nici durabile: bombele, rachetele, oameii, etc.

W f

SLIDE 22

Adevarul este ca sistemele dinamice durabile in mod obligatoriu trebuie sa prezinte
un comportament oscilatoriu. Intr4un*fel sau altul, este necesar s avem ceva care
revine la starea initiala, pentru.caucrurile care nu se comporta astfel nu pot dainui
mult in timp.

Deci, de exemplu, o bomibd are multa energie, dar eliberarea de energie este
unidirectionala si, prin.urmare, nu este sustenabild la nesfarsit. Rachetele, le putem
privi in acelasi mod..\Pin pacate, chiar si fiintele umane sunt bune exemple in acest
sens, cu toate ca (hulte parti din interiorul corpului nostru functioneaza dupa modelul
circular/oscilateriu.
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Functiile sin si cos
inglobate Tn exponentiala complexa

x(t)

x(0) f) ot

x(t) = cos(wt) 9 -

o w |

L NG e

—

SLIDE 23

O oscilatie poate fi interpretata ca fiind rezultatul unei rotatii.

Luam un punct in plan, il facem sa.se jhvarta in cerc si creem astfel un comportament
oscilant.

Daca punem un sistem de_ dxe de coordonate in centrul cercului, putem descrie
deplasarea verticala si orizontala a punctului, pe masura ce acesta se invarte pe cerc,
cu ajutorul functiilor cosinus si sinus. Asadar, avem intotdeauna aceste doua functii
trigonometrice, care’lycreaza impreund, pentru a descrie pozitia a ceva ce se invarte
in cerc.

Poate ca este mai usor, insa, sa folosim un sistem de referintda complex, centrat pe
originea oscilatiei. Folosim exponentiala complexa pentru a descrie pozitia punctului
X(t) Tn plag.

Vom spline ca pozitia punctului este descrisa de exponentiala complexa e/®t unde w
este-frecventa de rotatie. Aici ne aflam in termeni algebrici standard, unde t este o
variabild reald care indicd timpul. In timp discret lucrurile sunt oarecum diferite.
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O oscilatiein timp discret

MARIMI:

* Frecventa (pulsatia): w (radiani)
* Fazainitiala: @(radiani)

* Amplitudinea: A .
x[‘n] = Ae](wn+¢)

x[n] = Alcos(wn + ¢) + jsin(wnr + ¢)]

O o

SLIDE 24

Oscilatiile Tn timp discret se caracterizeaza prin trei marimi fundamentale:

* O frecventa w, care se masoard(inradiani, si NU in radiani/secunda, deoarece, in
timp discret, variabila noastra‘\,timp”, notata cu n, este una adimensionala, asa
cum am stabilit.

* Ofazainitiala ¢

* O amplitudine A

Secventa in timp discret’se scrie asadar ca:

x[n] = Ae/(@n+®)

Putem folosiformula lui Euler pentru a face descompunerea si a obtine scrierea cu

ajutorulpartii reale si a partii imaginare, respectiv:
x[n] = Alcos(wn + ¢) + j sin(wn + ¢)]
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De ce folosim exponentiala complexa?

* De ce nu, din moment ce putem folosi numerele complexe in studiuf
semnalelor si sistemelor digitale?

* Are sens, deoarece fiecare oscilatie (descrisa ca miscare circutard)
poate fi scrisd ca suma de sinusuri/cosinusuri

* Calculele devin mult mai simple, deoarece formulele trigognometrice si
utilizarea lor se reduc la calcule algebrice

W f

SLIDE 25

Probabil ca va puneti intrebarea: de~c€ sa folosim exponentiala complexa in locul
functiilor explicite sinus si cosinus?

Ei bine, in timp ce noi ne construim propria lume digitala de procesare a semnalului,
am observat cd putem folesi  numerele complexe in sistemele digitale, deci
exponentiala complexa ne@juta.

Mergand mai departe,. parcurgerea cercului poate fi descrisd cu ajutorul functiilor
sinus si cosinus, dar ny-separate una de alta, ci puse laolalta, iar formula lui Euler este
cea care reuseste.Sa)le adune, in mod compact, intr-o singura functie.

Astfel, matematica utilizata devine mult mai simplda, deoarece transformam
trigonometriasi lucrul cu formulele trigonometrice in algebra simpla si operam cu
exponentiale complexe.

Protected with free version of Watermarkly. Full version doesn't put this mark.

25



Avantajele exponentialei complexe
Exemplu:

* Folosind vechile metode, trebuie sa stapanim foarte bine formulele
trigonometrice pentru a face transformarile necesare

» Tn ecuatiile care rezultd se opereaza cu mult mai multi termeni

cos(wn + ¢) = cos ¢ cos wn — sin ¢ sin wn = a coswn — b sin wn, a='€s$, b=sing

AL

SLIDE 26
De exemplu, haideti sa incercam sa \schimbam faza unui cosinus prin metoda
trigonometrica tnvatata inca din liceu.
Deci, dacd avem cos(wn + ¢) si dorim sa scriem formula astfel incat sa ne apara sub
functiile trigonometrice sepdrat argumentul (wn), atunci trebuie sa ne amintim
identitatile trigonometrice{pentru suma unghiurilor:

cos(wn + ¢) = cos ¢ cos wn — sin ¢ sinwn = a cos wn — b sin wn
Ne vom aminti noi gare, intotdeauna, daca este plus sau minus intre termeni? Sau
cine sunt a si b, dif_formula restransa?
Daca vom dorissasparcurgem drumul invers, va asigur ca ne va fi si mai greu...
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Avantajele exponentialei complexe

Exemplu: schimbarea fazei unui cosinus ,pur” folosind exponentiale
complexe

cos(wn + ¢) = Re{e/@nt®)} = Refe/on . /¢)}
* Sinusul si cosinusul ,,convietuiesc” fara a complica lucrurile

* Schimbarea de faza se reduce la o simpla inmultire de exporfentiale
* Notatiile sunt mai simple

L NG e

SLIDE 27
Daca, insa, ne propunem sa schimbam faza functiei cosinus folosind algebra
complexa, vom avea:

cos(wn + @) = Ref{e/ @t} = Refeon . ¢/¢}

Asadar, se descompunei/exponentiala complexa initiala in produsul a doua
exponentiale complexe, iar apoi nu avem decat sa evaluam partea reald a acestui
produs.

Nu va fi nicio problema in a efectua inmultirea a doua numere complexe, dupa ce le
separam partile~reala si imaginara. Vom obtine rezultatul fara vreun efort deosebit,
dupa calcule @lgebrice simple. Functiile sinus si cosinus convietuiesc, asadar, laolalta,
defazareadevine o simpla Tnmultire, iar notatiile sunt mult simplificate.

Am stahilit, prin urmare, ca exponentiala complexa ne este prietena si ne va ajuta sa
pafcargem drumul mai departe.
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EXPONENTIALA COMPLEXA

&% = cosa + jsina

\ a Re

Punct din planul complex .
Rotatie?

Im
A

R
e Re

L NG e

SLIDE 28
Numarul complex e/ este numaruf ¢omplex avand partea reald cosa si partea
imaginara sin a. Modulul sau este Intotdeauna egal cu 1 (de ce?), deci punctul

@9 = cosa +jsina
se afla intotdeauna pe cerculgéraza egala cu 1.
Sa vedem cum gdsim acest punct. Ei bine, cdlatorim de-a lungul cercului unitate in sens
invers acelor de ceasornic (adica in sens trigonometric) pana ajungem la un unghi egal
cu a, unde a este exprimat in radiani. Aceast punct corespunde pozitiei exponentialei
noastre complexe.e/.
Dacd avem unpunct z in planul complex si inmultim acest punct cu e/%, trebuie s3
rotim acest pdnct, in sens invers acelor de ceasornic, cu un unghi a, pe un cerc cu
centrul innorigine si cu raza egald cu modulul lui z.
Asadary-putem folosi Tnmultirea cu o exponentiala complexa pentru a roti orice punct
dintplanul complex.
Aceasta observatie sta la baza unei veritabile masini de generare de exponentiale
complexe, cu ajutorul careia vom crea toate semnalele exponentiale complexe pe care
le vom folosi in viitor.
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Daca nu avem faza initiala

xln] = &% x[n+1] = e*xn] x[n] = &% x{n+1] = e¥x|n] o) = & x{n+1) = e*xln] xin) =" x{n+ 1] = eMx|n]

m |

- Y

o L

Ra
xo}

i e xlo) = &% x{n+1) = e¥xn] o) = &% xfa+1) = & xfn) M| = &% xln+1] = exfn)

- =] w =]
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| — = 7 «x12) = \

* )

LAY

LN e

SLIDE 29
Fie o secventd x[n] = e/“™, unde\@ este frecventa secventei exponentiale
complexe. Deoarece:

x[n+ 1] — eja)(n+1) \_ ejam+ja) — ejam . ejw — x[n] . ejco’
putem obtine fiecare elemenpt'al¥secventei prin inmultirea elementului anterior, adica
x[n], cu exponentiala e/ Deci, putem s3 generdm astfel, recursiv, o intreagd
secventa exponentialda.complexa.
Daca reprezentam sécyénta de puncte in plan, totul va incepe dintr-un singur punct,
respectiv cel initial,.édonsiderat de obicei pentrun = 0.
Haideti s3 presupunem c3: x[0] = e/®? = €% = 1. Marcdm acest punct pe cercul
unitate.
Urmatorilpas va corespunde, conform formulei stabilite, lui:

x[1] = e/“x[0] = e/®.

Ne“mutam cu un unghi w, in sens invers acelor de ceasornic, pe cercul de raza 1, in
punctul figurat si il marcam cu x[1].
La pasul urmator ne vom deplasa cu un alt unghi w, si vom marca noua pozitie pe
cerc, corespunzatoare lui x[2].
Si asa mai departe, procedand identic, putand genera astfel intregul semnal
exponential complex...
Aici, Tn acest exemplu, vedeti ca dupa 12 pasi ne intoarcem in punctul initial. Este clar
ca intregul cerc, care corespunde la 2m radiani, a fost Tmpartit in 12 parti egale, si prin

. 27 o oA . a
urmare am considerat, de fapt, w = o Pentru ca in 12 pasi ne-am intors la punctul
de plecare, dupa ce parcurgem tot cercul succesiunea se repeta.
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Daca avem faza initiala

xin] = &m49);  xln+ 1) = exfn], x[0] = e xln) = 9, xn41) = exln], x[0] = & xin) = 2t9); xn+1] = &xfn), x{0] = &

m m m
2

L

NY y

x[n] = &/“t9);  x[n+1] = e¥x[n], x[0] = & xln] = 2+9);  x(n+ 1] = ex[n), .[o@
Im m r

Re J E » x{12)

v K
&

AN
<\\®

v

v
SLIDE 30 <</

Desigur, punctul initial nu trebuie sa QF‘U putem incepe din orice punct al planului
complex. Punctul initial din figura o spunde, de aceasta data, unei faze initiale ¢.
Secventa exponentiala complex% va construi exact in acelasi mod. Avansam in sens
invers acelor de ceasornic, te un unghi w la fiecare pas. Si aici, de exemplu,

pastram aceeasi frecventaQ = E

n acelasi mod, revem@m punctul de plecare si vom repeta modelul, inca o dat3, la
fiecare 12 pasi.

Pana acum, nu a au existat surprize, fiind respectate cele invatate in algebra
standard a n@wrelor complexe.

g
g\v
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ATENTIONARE IMPORTANTA:

Nu orice exponentiala complexa este periodica in timp

] = &% xla+1] = &x]n] o] = &% xln+1] = e*xfn] ] = e~ x|+ 1] = &xln]

Im

Im m |

2
«1] 1
B

e Y % OQ.

|2

o
i)=& x{n+1] = exn] Al =& xla+1] = e¥xln] ol = 4% xjn+1] = exfn] ;[@\ xln+1] = e*xln]
" | . d</ 'm*::fl

’ v’ ]
ol lmi N el B v W el
I 7 )\,/%.
‘&
N
MARI F DIG &\? FLOR

?»
SLIDE 31 <O

lata, insa, o observatie cheie despre ?ﬁentlalele complexe in timp discret:

,In timp discret, nu oric E‘g%)nentla/a complexd este periodicd.”
De fapt, dacd vom alege un w re, exista o mare probabilitate sa nu mai revenim
niciodata Tn niciunul dintre @gle anterioare ale secventei exponentiale complexe

figurate pe cerc. Vedem as@ e imaginile din slide.
4

@)
&
&

@?‘
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CONDITIA DE PERIODICITATE A EXPONENTIALEI
COMPLEXE TN TIMP DISCRET

. . M x[n] = x[n + N]

e“" periodicin n = w= —A—I21r. M,NeN ilwntd) _ gilulntN)+¢)

E,‘w-ne,'o - ej‘nejdmejo
N =1
Conditia de periodicitate se reduce la:
eloN =1
Tnsa:
1=e/0 = /2™ = /¥ = ... = /2™ yMe Z

Conditia de periodicitate a exponentialei complexe in timp
discret:

M
wN:ZnM@aJ:N-Zn'

L NG e

SLIDE 32
Ceea ce se Intampla, insa, este ca exponentiala complexa este periodica in n numai
daca frecventa w este un multiplu rational de 2.
Deci, numai daca are forma uneinMractii, adica a unui raport de doua numere intregi,
raport care se inmulteste cu 27,53 justificam de ce trebuie sa fie asa.
Amintiti-va conditia de periddicitate pentru o secventa in timp discret:
x[n] = x[n + N],
unde N este un numdnintreg care indica perioada secventei.
Daca folosim seciente exponentiale complexe in mod explicit, ajungem (urmariti
formulele din slide) la faptul ca aceasta conditie de periodicitate se reduce la:
eJoN =1

Tnsa:

1=e/0 = 2T = /4T = ... = £J2™ y M€ 7
Vom-avea:

M
a)N=27TM<=>0)=N'2T[

Va rog sa retineti aceasta conditie importanta ce trebuie impusa frecventei w
pentru a se asigura periodicitatea.
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27 — PERIOADA PRINCIPALA A EXPONENTIALE]
COMPLEXE TN TIMP DISCRET

et = oilat2kr) yp 7

L NG e

SLIDE 33

Acum, s3 revenim la un punct arbitrapal\Cercului de raza 1, s3 spunem: e/%.

Este clar ca putem adauga orice multiplu de 2w, pozitiv sau negativ, la valoarea lui a, si
vom ajunge tot Tn aceeasi pozitie-pe cerc. Cu alte cuvinte, acelasi punct de pe cercul
unitar poate avea mai multe ;hume”.

El la fel de bine ar putea fi@’® sau e/ 2T+®) say el (6m+®)

Tot asa ar putea fi, mergahd in sens invers, e/(727+®) sj asa mai departe.

Avem, deci, un singlrypunct pe cerc, dar foarte multe ,nume” pentru el... O infinitate
chiar. Este ceea ce'numim ,aliasing”.

Consecinta alidsifig-ului, a acestei proprietati naturale a exponentialei complexe, este ca,
in timp discrét, ea va pune o limitad la cat de ,repede” putem ocoli cercul unitar in timp
discret,

Este,_ posibil ca dumneavoastra sa fi experimentat deja consecintele acestei limite
superioare a vitezei pe care noi o putem atinge in timp discret. De exemplu, daca ati
vizionat un film western.

Haideti sa privim imaginile urmatoare, cu diligenta care se deplaseaza intr-o singura
directie. Fiti atenti la rotile acesteia, care par sa se miste alternativ, Thapoi si inainte,
parca imprevizibil.
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?»
SLIDE 34 (DILIGENTA) Q.<</

STAGECOACH — Secventa din acest fileOscar, din 1939, cu John Wayne.
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SA NE REAMINTIM
GENERATORUL DE EXPONENTIALE COMPLEXE

Q..

@/
o ¥
\o  w <,® o,

x[0] 1 v x(0] 4

SLIDE 35 Qg/v

Pentru a intelege de ce se Tntén@?‘asta, revenim la masina de generare a
exponentialei complexe. O

Este destul de intuitiv sa intele Q/ a frecventa este restrictionata la intervalul de la 0
la 2. Daca incercam sa f o frecventa mai mare de 2m, ceea ce ni se va
intdmpla este cd ne vom Io@ utomat de fenomenul numit ,aliasing”.

Daca, la fiecare pas n, parcurgem un unghi w, pentru crearea urmatoarei pozitii (n+1),
ei bine, am obtine e@%wacelasi rezultat si daca am folosi un pas care este w plus un
multiplu de 2. O

Deci, ori de Cé?‘ ri iesim Tn afara intervalului [0,27], din cauza periodicitatii cu 2 a
exponent@&?}complexe, revenim printr-o operatiune ,modulo” tot in intervalul

[0,27]. 3
Dar c?%si in acest interval, [0,27], trebuie s& fim foarte atenti la miscari, asa ca
ha@p sa analizam si mai detaliat acest lucru.
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Cat de ,repede” putem ...

w=2x/12 w=2x/6 w=2x/5

T Im

L
B «2)

4

| LAd &
R MM R o
?}/

0 )

L4 .
{10 ) ] 4

w=2r/4 w=2z/3 w=2tf2=7% @ we=2f2mx
A

T =
A 1) . ™

Ll - - Gl - \J/x?j?‘ ...,.,_CPJ

- &?“ |

\\
&
vV
SLIDE 36 <O

Aici, in imagine, aveti primele 12 pozi "%respunzétoare unei exponentiale complexe la
2T . v v . .
frecventa w = ’ER Deci, aceasta s &énta necesita 12 esantioane pentru a putea face o

miscare de revolutie completa ircumferinta cercului unitate.
Daca vrem sa mergem mai r e, atunci trebuie sa alegem o frecventa mai mare.

“ 21 & . L
Spre exemplu, sd alegem w*= - In acest caz, vom face doar sase pasi pentru a finaliza
0 miscare de revo!ué@n%mpleté.

Sa incercam sa si mai repede.
21 . L .
= S vane a cinci pasi,

2T . .
— va.necesita patru pasi,
" @& patru pas

= gfrei pasi si, in final,

g

g
I

g
I

v v 21 . . . .
da&uam o frecventa w = — = T, ajungem la o rotatie care nu este chiar o rotatie.

Doar oscilam intre acest punct (+1) si acest punct (-1), adica completam jumatate din
cerc la fiecare pas.
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Se poate merge mai ,repede” pentruun w > 1m?

A merge mai repede intr-un sens,
corespunde |la a merge mai incet in sensul contrar!

T<w<2n T<w<2n Q_

m Im

QV
LC\ 0l ,/c/'g 01
x(1) - X1 * "y

)

?B/?\ w— 2%

S,
Y

b d
v
SLIDE 37 <O

Putem, oare, merge mai repede de a% i bine, raspunsul este ,nici vorba”. lar asta
si dacd luam o frecventa mai mare c(é} tm.

Fie un w mai mare decat m si @mic decat 2 . Astfel vom parcurge mai mult de
jumatate de cerc intr-un sin %as.
Tnsa, un alt mod de a privi %Za.sté miscare, daca doriti, este acela ca am parcurs

(-2 m+ w) n sens contrary adicd in sensul acelor de ceasornic. Unghiul in sens invers
este evident mai mirﬁét cel de la parcurgerea in sens direct.

Tncercarea de a e mai repede de m, la fiecare pas, corespunde asadar mersului
mai lent in sen ntrar.

S
N
&
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Ce miscare percepem cand incercam sa
mergem mai repede?

w=2m-a,cuun «a foarte mic

X

N
'-"'z"lm"‘ a small -:I:I;n. o small -=?nlr—“n o small -‘=2=‘mﬂ‘ a small \Y‘W@
g Lend Lebvd WO
(4 k) . \> é(/ky
v M

&
O\Q\

v

SLIDE 38 v

Lucrurile se agraveaza serios daca qu?? recventa w = 2 - &, cu un a foarte mic,
deoarece, la fiecare pas parcurge ape un cerc complet.

Deci primul pas va fi astfel: face t drumul minus un mic a, apoi continuam, si..

la fiecare pas repetam acee scare ampla.

Pe masura ce acumulam e unghiuri, putem vedea ca miscarea aparenta, chiar si
la viteza mica cu care se“schimba slidurile, corespunde unei miscari in sensul acelor
de ceasornic cu V|t Si tineti cont ca a este foarte mic. Este exact ceea ce se
intdmpla cu rotil q)lgentel care au si multe spite si care se misca mult mai repede in
raport cu rata %erulare a cadrelor camerei de proiectie a filmului.

g
g\v
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Mai repede sau maiincet? Aliasing!

SLIDE 39
Pentru ca lucrurile sa va fie si mai evi ?fe, ne vom folosi acum de imaginea unei roti
de bicicletd avand patru spite asezate simetric.

Deci, la aceasta roata, cu o astfel de simetrie, unghiurile de ,,aliasing” vor alterna mai
repede decat daca am avea ingur punct pe circumferinta care se roteste pe cercul
deraza 1.

Pe masura ce viteza hiulara creste, iar viteza unghiulara este afisata in grade pe
cadrul din coltul di@u%nga sus a videoclipului, putem vedea ca miscarea pare ca
alterneaza intre miscarea inainte si miscarea Tnapoi. Avem apoi o perceptie de
stationaritate, d unghiul este de aproximativ 45 de grade. Si din nou lucrurile se
repeta. Da %e uitam la butucul rotii, care nu este perfect simetric in imagine, ne
convin@é de fapt miscarea efectiva a cadrelor este intotdeauna in acelasi sens,
Tnainb%mi la o viteza unghiulara in crestere.
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