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DESPRE PROIECTAREAFILTRELOR.
METODA APROXIMARII PRIN TRUNCHIERE.

METODA FERESTRELOR. FENOMENUL GIBBS.

METODA ESANTIONARII N FRECVENTA,

EXEMPLE SIMPLE DE FILTRE:

* FILTRUL CU UN SINGUR POL LEAKY INTEGRATOR.

* REZONATORWRDIGITAL.

* FILTRUL DE REJECTIE SIMPAN (NOTCH).

* FILTRUL DE REJECT/EIMBUNATATIT.

* FILTRUL DE REJECTIE ALZGOMOTULUI RETELEIDE ALIMENTARE
(HUWT REMOVAL FILTER).

SPECIFICATII TEHNFOEPENTRU PROIECTARE.

ARGUMENTE S| CONTRA-ARGUMENTE TN ABEGEREA TIPULUI DE FILTRU.

Ne vom ocupa, in cele ce urmedza; de proiectarea filtrelor, adica de
determinarea unor parametri aigoritmici ai acestora, folosindu-ne de
specificatile ingineresti obligatafiu*de indeplinit, dacd dorim sa obtinem un
anumit tip de raspuns in frecventa.

Cerintele abstracte privind-caracteristicile filtrului ne-au condus, pana acum, la
filtre ideale, iar aceste filtferevident ca nu pot fi implementate in practica.

Vom abandona cerintele pur abstracte anterioare si vom introduce specificatii
tinta, cu anumite apateri (tolerante).

In strategia de pfoiectare, pentru inceput vom incerca sa imitam filtrele ideale,
dar metoda isi-va arata limitele, dupa cum vom vedea. Vom incerca, deci, sa
reproducem<structura fie luand in considerare raspunsul la impuls, fie tinand
cont de.raspunsul in frecventa al filtrelor ideale studiate.

In prima parte, vom vedea trei metode fundamentale utilizate pentru a
aprexima filtrele ideale: metoda trunchierii raspunsului la impuls, metoda
ferestrei si metoda esantionarii in frecventa.

Desi limitate, aceste strategii reprezintd metode abordabile ce furnizeaza
rezultate multumitoare pentru faza initialda a unui proiect, asta inainte de a
trece la metode de proiectare mult mai sofisticate.

Vom trece dupa aceea la cateva tipuri de filtre, realizate cu scopuri bine
definite, iar in final vom aborda in ansamblu problema proiectarii filtrelor.




O idee de aproximare a unui
filtru trece-jos ideal

O prima idee:

= alegem o frecventa de taiere, w,.

= exprimam analitic raspunsul ideal la impuls, h[n], pentru filtrul trece $jes.
= trunchiem h[n], trecind la un suport finit si obtinand A[n].

= Ai[n], astfel obtinut, defineste filtrul FIR

Dupa cum va amintiti, un filtru ideal<pu”este realizabil in practica, deoarece

raspunsul sau la impuls este o segventa de suport infinit (si catre minus infinit,

si catre plus infinit). Vom incerca sa facem aproximarile pornind de la

raspunsul ideal la impuls, prin’ utilizarea, ca punct de plecare, a acestui

raspuns.

In exemplele urmatoare{_ne vom concentra asupra designului unui filtru trece-

jos, dar aceleasi tehnici'pot fi aplicate oricarui tip de filtru ideal.

Prima idee, intr-uncastfel de caz, este de a parcurge urmatorii pasi:

= Alegem o freeventa de taiere, w,.

= Exprimam analitic raspunsul ideal la impuls, h[n], pentru filtrul trece — jos.

= Trunchiemd h[n], trecand la un suport finit (vizand astfel un filtru FIR) si
obtinand h[n].

= h[njastfel obtinut, defineste filtrul FIR




Metoda aproximarii prin trunchiere

Aproximarea filtrului trece-jos ideal cu ajutorul unui filtru FIR, avand raspunsul la
impuls de lungime M = 2N+1 si centrat in zero

%sinc %n |n| <N %
hln] = &) <</®
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Acest h[n], obtinut prin trunchierea m@gfului ideal, considerand un numar finit
de puncte, ne defineste filtrul FIR \Gare 1l vom putea folosi.

Deocamdata, nu ne facem @ privire la cauzalitate, asa ca pastram
simetria in jurul lui zero a ra sului la impuls si aproximam filtrul ideal cu un
FIR de lungime M = 2N +%§ﬁtrat n jurul zero.

Astfel, pentru h[n] se obﬁh expresia analitica din slide. Formula este aceeasi
cala h[n], Insa ea s%mlizeazé pentru un numar finit de puncte!
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Un argument important in favoarea metodei

1 " jw (0 Jw
MSE = E/_,]H(e’ ) — A(e)2dw OQ-
= lIH(e™) — Ae)|? &
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n=-—00
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Eroarea patratica medie (Mean Squared Error —MSE)?gRe~ minimizata prin
trunchierea simetrica a raspunsului ideal la impuls in juﬂ{l, ui zero

<\?“

<\\®

Nu insistam prea mult, insa o justific <</|mportanté\ a utilizarii acestei metode
este aceea ca daca vom calcula e &’ea patratica medie (Mean Squared Error
- MSE, care se exprima prin foigﬁ‘generalé din primul rand, iar dupa calcule
se ajunge la ultima exprimarql,/ ceasta este minimizata prin alegerea valorilor

simetric n jurul lui zero. P explicatii este suficient sa-i facem evaluarea cu
ajutorul formulelor lui h[1Q Si h[n] ca s& ne dam seama ca asa stau lucrurile.
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Dar si un contra-argument
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|H(e“)|
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Am vazut, deci, de ce metoda apngﬁérii prin trunchierea raspunsului la
impuls al filtrului ar putea fi oé;?é buna, dar este timpul s& vedem si
dezavantajele. Pentru a vede@  asta, haideti sa analizdm raspunsul in

frecventa al filtrului. N
Aici vedem raspunsul in f@é&en’;é al unui filtru trece-jos ideal, avand frecventa

de taiere w, = % Q

Vom suprapune pe acesta raspunsul in frecventa obtinut pentru aproximari
determinate de i diferite ale numarului de esantioane M=2N+1 (luate in
ordine crescat . lata ce vom obtine.
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M =101
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Incepem cu cazul M = 9, care nu est adevarat un numar de puncte foarte
mare, si vedem ca aproximarea n &te una foarte buna. Vom creste, asadar,
acest numar. latéd ce obtinem asura ce adaugam mai multe puncte din
raspunsul la impuls. Curba in“rosu se apropie, incet, de cea in verde. Ins3,
eroarea maxima observata{in zona frecventei de tdiere w. nu scade, cu

adevarat, in ciuda numaprului crescator de puncte folosite pentru aproximare.
Chiar si pentru 300 -de puncte, eroarea maximd ramane de aceeasi
amplitudine. QO .
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3
FENOMENUL GIBBS 0

R
Eroarea maxima in jurul frecventei de tdiere este de aproximati@& din

indltimea pragului
£
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Se poate demonstra matematic ca er a maxima in jurul frecventei de taiere

este de aproximativ 9% din Tnalti ?a pragului, indiferent de numarul M de
puncte considerat. Acesta es rezultat standard in teoria aproximarii,

cunoscut sub numele de fen ul Gibbs, iar fenomenul este specific in cazul
aproximarii functiilor discontioue (a se vedea discontiuitatea, din cazul analizat
de noi, la frecventa de t@ )-
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Metoda ferestrelor

fy[n] — h[n] w[n] W(indow) = fereastra

W[n]:{l In| <N .

6 e EIIER

N N

A(e~) =?

Pentru a intelege, intuitiv, ce se intdmpl& atunci cand aproximam un filtru prin
trunchiere, putem sa privim problema’dintr-o alta perspectiva.

Putem considera filtrul ca fiind déscris de raspunsul la impuls [n], obtinut prin
produsul dintre raspunsul inifial’la impuls, h[n], si secventa-fereastra win],
care este o simpla succesiure de esantioane de valoare 1, centrata in zero, cu
suportul intinzdndu-se d€’la —N, la +N.

Cu aceasta observatie, intrebarea care se pune acum este: cum putem
exprima transformataFourier a acestui produs de secvente discrete?
Raspunsul il obtinem daca aplicam asa numita teorema a modulatiei.




TEOREMA CONVOLUTIEIvs TEOREMA MODULATIEI

e 3
Teoremaconvolutiei:  DTFT {(x x y)[n]} = X(&*) Y(&*)~
A\
QV
Teorema modulatiei: DTFT {x[n] y[n]} - (X *‘%@Iw)
Sl
<\?“

<\\®

v

v

Teorema modulatiei este duala teore <Q‘onvolut,iei.

Va amintiti ca teorema convolutiej e ca transformata Fourier a convolutiei
a doua secvente in timp dis este data de produsul in domeniul de
urier.

frecventa al transformatelor lor
Teorema modulatiei ne da ezultat pentru transformata Fourier a produsului

a doua secvente in timgydiscret si spune ca transformata Fourier a acestuia
este convolutia trans%rmatelor lor Fourier in domeniul frecventa.
“
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Convolutia transformatelor Fourier
in domeniul frecventa

in C™:

(x*y)ln] = (x"[K], y[n — K])

= 3 xlkyln -

k=-—00

in La([—m,7)):
(X * Y)(€¥) = (X*(°), V(™))

L o ;
- o (w—0)
2 [ﬁX(e‘ )Y (¢ )do

Dar ce este, oare, convolutia in dofmeniul frecventa, deoarece noi nu am
definit-o pana acum.

Ne amintim cum s-a definit conyolutia in domeniul timp, intre doua secvente
discrete din C*, adica in spatiul semnalelor discrete de lungime infinita.
Practic, este produsul scalardin slide. Luam acest produs scalar ca model.
Putem adopta aceeas) ‘strategie si In L,([-m, m]) , care este spatiul
transformatelor Fourier in timp discret (DTFT), si definim convolutia dintre
doua transformate Koeurier ca fiind produsul scalar dintre prima transformata
Fourier conjugatd si cea de a doua transformatd Fourier, cu frecventa
inversata si intarziata cu w.

Folosind aceasta definitie, se poate demonstra fara mare dificultate teorema
modulatiei.”Nu insistdm asupra demonstratiei, dar retinem rezultatul, acesta
fiind waul important.
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Intelegerea fenomenului Gibbs:
in domeniul timp

h[n]

win]
(%
/
’71 %)

° 20 ~10 0 13&?}) 2
o
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Dar acum ar trebui s ne Tntoarc%gﬂotivul initial, pentru care am si facut

aceste noi precizari, motiv care vi intelegerea fenomenului Gibbs.

Sa ne amintim ca am expri ﬁ@ h[n]=h[n]lw[n] si sa figuram cele doua
sului. Prin efectuarea produsului vor raméane

secvente, ce sunt factori ai

numai acele esantioane g&/[n care corespund suportului simetric fata de
zero al lui w[n] (adica Q tioanele marcate in dreptunghiul-fereastra colorat
in rosu). Toate celel%e’esantloane ale lui A[n], spre minus infinit si plus infinit,
vor fi zero. o=

@ Watermarkly
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Tntelegerea fenomenului Gibbs:
in domeniul frecventa

A(e®) = (H* W)(e®),  W(e*) = sin(w(2N +1)/2)/sin(w/2) Q‘
T @)
T | Q>’
) ®
: s
0 \\

¥

EN
Y} 10
: 0 b Pt A/?:‘ e
i R, * & s
T \\l
-7 —m/2 0 0 w/2 ™
o)
v

in domeniul frecvents, transformatQ$6urier a lui A[n]=h[n]w[n], notata
H(e’®), se obtine, conform teQrgr“nei modulatiei, prin convolutia dintre
transformata Fourier a Iui h[nj{_adics H(e/®), figurata in primul grafic, si
transformata Fourier a lui w, otata cu W (e/®) si figurata in al doilea grafic:

A(e/®)=(H »w)(e/®). QQ.

@ Watermarkly
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H(e*)
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Sa figuram acum rezultatul A(e/?) cape$e obtine prin efectuarea operatiei de
convolutie dintre cele doua transfermate (respectiv integrala produsului din
definitie).

Pentru partea de inceput a,operatiei, remarcam in rezultatul grafic existenta
unui comportament oscilatariu de amplitudine mica.

Lucrurile incep sa devifa “interesante de abia atunci cand lobul principal al
transformatei Fourier W(ef“’) incepe sa se suprapuna cu suportul
dreptunghiular al filtrulti ideal H(ej‘”). Pe masura ce ne apropiem de banda de
tranzitie a filtrului,vedem ca valoarea convolutiei incepe sa creasca, si de fapt,
creste cel mai’mult exact acolo unde lobul principal al transformatei Fourier a
ferestrei anintrat total sub partea dreptunghiulara.

Pe masura ce mergem mai departe, ondulatiile care urmaresc lobul principal
incepysa se mai micsoreze, dar comportamentul se va repeta identic si la
cealalta tranzitie, aparand o noua crestere, de aceasta data la iesirea lobului
principal de sub partea dreptunghiulara.

Dupa aceea ondulatiile vor fi iar de amplitudine mica, iar rezultatul convolutiei
este cel figurat.

13



Lobul principal si lobii laterali — semnificatii

20 |- =
15

10

w(e™)

Forma Transformatei Fourier ﬁ(efQioa filtrului va depinde de forma
transformatei Fourier W (e/®).

Ceea ce se numeste lobul principal, colorat in albastru, va determina céat de
abrupt se fac tranzitiile intre a de oprire si banda de trecere. Cu cét acest
lob este mai ingust, cu atapiranzitia se face mai abrupt si este mai brusca.

Amplitudinea ag,a-numlfﬂor lobi laterali, colorati n rosu, va determina
amplitudinea erorii, gﬁ’ambele parti ale benzii de tranzitie, iar aceasta este
ceea ce determin@)@nbmenul Gibbs.

D

@ Watermarkly
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Cum sa facem alegerile, pentru a obtine o
eficienta maxima a filtrului?
X
ol

= Lobul principal cat mai ingust, pentru ca tranzitia sa se faca cat mai w‘/

Ce ne dorim?

= |obii secundari cat mai mici, pentru ca eroarea datorata fenomenului.Gibbs sa fie
cat mai mica
= QO fereastrd dreptunghiulara cat mai ingustad, pentru ca filtrul #cét mai eficient

W X

Toate aceste cerinte sunt, insa, contradictorii! ?\
A\

\s
O\Q\

v

v

In ceea ce priveste cerintele noastr e-am dori sa avem un lob principal

foarte ingust, astfel incéat tranzitia ?/Fi'e cat mai brusca.

Si, nu in ultimul rand, ne- ori sa avem o fereastra dreptunghiulara cat mai
scurta, cat mai ingusta, el incat FIR-ul sa fie cat mai eficient.
Toate acestea sunt cerinte foarte, foarte contradictorii.

@)
&
&

&

In acelasi timp, ne-am dori i§9 em lobii laterali foarte mici, astfel incat
eroarea Gibbs sa fie ment,inu;ta un nivel scazut.

@ Watermarkly
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FEREASTRA DREPTUNGHIULARA vs FEREASTRA
TRIUNGHIULARA

| M H IHhT - \/A S

win]

/2

*
=20 -10 0 10 20

Haideti sa justificam.

Exista o intreaga literatura care s& ocupa de dezvoltarea celei mai bune
ferestre posibile pentru a aproxima un filtru ideal.

De exemplu, noi am folosit o fereastra dreptunghiulara pentru a trunchia
raspunsul la impuls, dar_ dédea folosim o fereastra triunghiulara lucrurile se
schimba. Pe al doilea grafic se poate face o comparatie intre cele doua situatii,
in cazul ferestrei dreptunghiulare (culoare gri) si in cazul celei triunghiulare
(culoare rosie), pentru un N=19. Lobii laterali sunt mult mai mici pentru
fereastra triunghiulara, dar Iatimea lobului principal este mai mare.

Ceea ce obtinem este ca vom putea atenua mai bine eroarea Gibbs, dar pretul
platit este cePal unei tranzitii mai putin abrupte.

16



Metoda esantionarii in frecventa

Descriem ideea care sta la baza metodei: Q"

= Reprezentam in domeniul frecventa raspunsul filtrului dorit de noi: H(ej“’) N/

= Esantionam acest raspuns in frecventa la intervale regulate, luand M valorj ru
frecventele w, = %rk, cuk=0,1,..., (M-1) %

= Calculam IDFT-ul pentru fiecare dintre aceste M valori @

= Folosim cele M rezultatgobtinute pentru a construi, in domeniul (1'9%{ raspunsul la
impuls al filtrului dorit: h[n]. . ?‘

?\
N/
Nz

RS ._

v

?»

Trecem acum la o noud metoda d roximare a unui filtru ideal, numita
metoda esantiondrii in frecventa. @&a acesteia este de a parcurge urmatorii
pasi, descrisi Tn slide. \)C)

N\
&

4
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Esantionarea in frecventa

| O O O O O

S3 ludm un exemplu. Tncepem cu clasiculégﬁplu al filtrului ideal trece-jos avand

frecventa de taiere w,

Alegem M =11 si luam 11 e$antio€§;’echidistante, pe aceasta reprezentare in
frecventa, intre -ir si m. Q>/

4
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Esantioanele DFT

Q-
o
1 { ‘ | ‘ IDFT h‘y@/
. o Tl J NG
0 2 4 6 8 10 12
| >
-20 -15 -10 VO 5 10 15 20
Reprezentare in domeniul frecventa Repr?.utare in domeniul timp
J

?\
N/
Nz

RS |

v

v

Rearanjam esantioanele, conform @%t,iilor DFT, iar apoi calculam DFT
inversa (adica IDFT) folosind un algoritm numeric.

Daca facem asta, obtinem r%;@ sul la impuls din figura. Acesta este un
raspuns la impuls in 11 pur{:/ , obtinut pe computer, folosind inversa DFT

pentru esantioanele prele@ydin caracteristica ideala in frecventa.

@ Watermarkly
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Dezavantajele metodei

» Raspunsul in frecventa este DTFT-ul de suport finit, al carui DFT il stitn

» Raspunsul in frecventa va fi obtinut prin interpolarea esantioanelesin
frecventa

= Interpolatorul este transformarea ce corespunde la fereastra™dreptunghiulara
in N puncte

= Nu avem control asupra lobului principal si lobilor secundari ai interpolatorului

Raspunsul in frecventa este de fapt DFFT-ul de suport finit, caruia noi 1i stim
DFT-ul. Putem face conversia, deparece cunoastem relatiile de legatura dintre
transformari.

Raspunsul in frecventa va .fivebtinut prin interpolarea in frecventa facuta
asupra esantioanelor in fre¢venta pe care le-am luat la primul pas.
Interpolatorul este transformarea ce corespunde la fereastra dreptunghiulara
din N puncte.

Deci nu scapam cuyadevarat de acea functie si, din aceasta cauza, nu vom
avea niciun controb asupra lobului principal si lobilor laterali ai interpolatorului.

20



Raspunsulin frecventa obtinut dupa interpolare

?\

A 1
/2 ™

g

N
- - /2 0 Cﬁﬁx\?‘
N\

v

Grafic, lucrurile arata ca in figura. Iath’l‘FT-ul original cu culoarea verde. Cu

culoarea gri avem esantioanele in enta.
Rezultatul DTFT va fi obtinut prirt interpolarea acestor esantioane din domeniul
frecventa, folosind acest inte tor, colorat in figura cu albastru.

Cand facem interpolarea, j e obtinem in cele din urma.

Din nou, avem un fiItruQ e va furniza o eroare la tranzitia dintr-o banda in

alta, eroare pe care %O vom putea controla.
O -
S)
S
QX
&
@?‘
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Exemple simple de filtre

= Multe probleme de prelucrare a semnalelor pot fi rezolvate utilizandu-se filtré/simple

= Am analizat, deja, astfel de filtre (filtrul cu mediere mobil3, filtrul leaky integrator)

= Functiile de transfer simple (de ordin redus) permit o proiectare Jntuitiva, dar si
anumite adaptari, functie de nevoi

Pe scurt, toate aceste metode de @proximare a filtrelor ideale, prezentate
anterior, sunt cu siguranta foarte utile atunci cand dorim sa obtinem un prototip
rapid si banal, si nu avem timp s& folosim metode mai sofisticate de proiectare
a filtrelor. Deci, acestea sunt.metode utile, dar cu siguranta nu sunt optime si
lasa de dorit In ceea ce priveste controlul fin pe care il putem avea asupra
erorii.

In continuare vom vorbi despre modul in care putem sa proiectdm un filtru
bazadndu-ne numai~pe functia de transfer. Vom evidentia céateva filtre IIR
simple, ale caror proprietati pot fi manipulate cu usurintd, doar pe baza
pozitiei polilorgi-a zerourilor din functia de transfer asociata.

Multe problethe de procesare a semnalului pot fi rezolvate folosind filtre foarte
simple,.Asadar este important sa stapanim structurile de baza. Am vazut, deja,
exemple concrete, cum ar fi filtrul leaky integrator si filtrul cu mediere mobila.
In general, atunci cand folosim sectiuni de ordin redus (numar redus de blocuri
de intarziere), putem intelege intuitiv ceea ce se intdmpla in domeniul
frecventei doar privind reprezentarea grafica poli-zerouri.
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Filtre simple trece-jos

&
({>/O

= Lasa sa treaca numai frecventele joase N/
@En

Sunt folosite pentru eliminarea componentelor de frecventa ridicata (cu t anumite

zgomote) @
£

Sunt utile in comunicatii, audio si in cadrul sistemelor de control
Un exemplu la indemana: leaky integrator ?‘
J,

&
O\Q\

v

v

Luam in considerare problema proie@ﬁ unui filtru trece-jos simplu. Asadar,
ne dorim ca acesta sa lase sa tre ecventele joase.

Vrem sa eliminam frecventele inalte.

Folosim un astfel de filtru Tn gbeniul audio, 1n ingineria comunicatiilor sau Tn
sistemele de control.

Am vazut pana acum <ggtfel de exemplu, foarte simplu, de filtru trece-jos,
respectiv filtrul Ieaky('gtegrator.

O
O
o
N
&
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Filtrul leaky integrator (filtrul cu un singur pol)

Im
'l
N
Hz)= 1(17\:—)1 / ?}/ Re
1
yln] = (1 = Nx{n] + Ay[n — 1] \Y@
R
AN
0\0

?»

De acum aproape ca-i stim functia ngénsfer pe de rost. Acesta este prima
din slide, iar ecuatia cu diferen ‘cu coeficienti constanti corespunzatoare
filtrului este urmatoarea formula din slide. Putem trasa polii si zerourile filtrului
n planul complex si descope@é exista un singur pol in A. Atunci cand 1 < 1

avem asigurata stabilitate&ﬁtfului.

<
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Raspunsul in frecventa si structura filtrului
leaky integrator

Sch bl Q.
iy ] chema bloc O
<&
1-) 2\

e?‘
-

-r -3r/4 -=x/2 -x/4 0 w/4 /2 3r/4 L4
o, E

y[n]

[H(e™)|

In domeniul frecventa, raspunsul in frécventa arata ca in figura. El devine tot

mai concentrat in jurul originii pe r@?]‘ré ce A se apropie de valoarea 1.
Schema bloc a filtrului are o bucla*simpla de feedback cu o intarziere unitara

ce redirectioneaza iesirea in intrare.

<
K
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Rezonatorul digital

= Este un filtru cu banda de trecere ingusta

= Este utilizat pentru detectarea prezentei unei componente sinusoidale dafrécventa
fixata

= Util in sistemele de comunicatii si in telefonie

» |deea pe care se bazeaza: deplasarea benzii de trecere a unui Leaky integrator

Acum ca stim cum sa proiectam uf-filtru leaky integrator, putem adapta
designul pentru a obtine asa-numitul Yézonator digital.

Un rezonator este un filtru cu o(banda de trecere ingusta, care este cel mai
adesea folosit sa detecteze prezeénta unei sinusoide de o frecventa data.

Un circuit clasic care foleseste astfel de rezonatoare este un detector de
semnale DTMF (Dual-Tafie-Multi-Frequency), utilizat in telecomunicatii.

ldeea este sa obtinem acest rezonator digital prin deplasarea benzii de trecere
a filtrului leaky integrator pe care il consideram baza de pornire. Vedem
imediat ce inseamna acest lucru.
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Rezonatorul digital
(filtrul cu doi poli, complex conjugati)

Im

Go
PR e ey
wo Re p = Ae/*?
R 1
X y[n] = Gox[n] — &py[n — 1] — ay[n — 2]

Stim ca leaky integrator are un polxm A, figurat pe axa reald, iar ideea
constructiei noului filtru este de anuta radial polul, pe circumferinta cercului
de razad A, pentru a deplasa banda de trecere spre frecventa pe care ne
intereseaza sa o selectam, wy.

Deoarece vrem un filtru real;Arebuie sa cream si un pol complex conjugat, la
un unghi egal cu (—wy).

Functia de transfer H(z) a sistemului este de forma data in slide. Apare aici, la
numarator, un factor,de castig Gy, pe care il vom determina mai tarziu, iar la
numitor produsuly monoamelor care corespund celor doi poli din planul
complex.

In ceea ce“priveste polii, ii putem exprima convenabil sub forma polara, p=
Ae/®o sigonjugatul p* = le~/®0 |, unde w, este frecventa pe care vrem s o
selectam.

In «domeniul timp, iesirea y[n] este datid de formula din slide. Imediat vom
determina si coeficientii care apar aici, folosind produsul monoamelor de la
numitorul lui H(z).
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Determinarea coeficientilor din ecuatia cu
diferente cu coeficienti constanti

Go -
Sl A-pz01-pz) P7 A OQ"
. G (<>/
1-2R{p}z-1 +|p[>z2 N

G e

T 1-2hcoswoz 1+ |\2z2 $
&
a; = —21cos w, a, = |1 |? J?\?‘

= y[n] = Gox[n] + 24 cos woz‘ly[név— |A|2Zz™%

N

Determinarea se face imediat, fara dl@ate a, = —2Acoswg, a, = |1 |?
Asadar:

y[n] = Gox[n] 0@%5%2 lyln — 1] — |22z 2
%l
QQ‘

@ Watermarkly

28



Raspunsul in frecventa

Resonator, A = 0.9, wp = 7/3 Resonator, A = 0.99, wp = W/BOQ
B 1 _ 1 @/
: JUL 3 Y
0 0
- -2x/3 -x/3 0 x/3 2x/3 L -x ~2x/3 -x/3 0 2x/3 x
© x /VA
3 S -\
- = ()?‘
- -2x/3 -x/3 0 x/3 2x/3 L - -2x/3 —7L3 0 =/3 2x/3 x
Rl
o
N\

In domeniul frecventa, rezonatorul digf@gfée comporta cum ne asteptam. Avem
doua varfuri, la raspunsul in frecv %‘(centrarea pe frecventa wy=n/3). Faza
este din nou neliniara, insa moétg@gfé fata de leaky integrator.

Problema cu acest rezonator\/ e ca el nu e foarte selectiv, deoarece benzile
de trecere sunt destul ngdlspersate, dupa cum se poate vedea. Putem
imbunatati seIectivitateaQ zonatorului alegand o valoare pentru A cat mai
aproape de 1.

Daca alegem 1=0,99+"pentru aceeasi frecventa w,=m/3 vom obtine cele doua
varfuri, centrat@urul frecventei de interes, mult mai inguste.

@ Watermarkly
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Structura filtrului
(schema bloc a rezonatorului digital)

Go
x[r] O Q?Tnl
2
-~
. Y |
y[n] = Gyx[n] + 2Acoswg - y[n — 1] — |A]|? - y[n — 2] G— — )
(OV
J\*v AR -
L
kX
<
N

In ceea ce priveste structura filtr Q’de data aceasta vom avea doua
intarzieri. Reproducerea ecuatiei Qi?ajutorul structurii figurate este evidenta.

Sa urmarim. O
&
Q.

4
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Filtrul de rejectie simplu (notch)

notch = crestatura, taietura

= Un filtru de rejectie, in general, este un filtru pentru care functia de transfer@}ﬁne
unul sau mai multe zerouri pe cercul unitate. ?\
® Filtrul de rejectie simplu il are ca zero doar pe 1 = e/°. %
@%té w = 0.

= Cu ajutorul filtrului de rejectie simplu eliminam componente de fr,

?‘OJ
Ns
<\?“
<\\®

v

e
Filtrele de rejectie se folosesc n a@\ﬁi in care componentele de anumite
frecvente trebuie eliminate. Tn aceste conditii, un filtru de rejectie, in general,
va fi un filtru pentru care func i& transfer are doar zerouri, unul sau mai
multe, toate pe cercul unitate\/ filtru de rejectie simplu il are ca zero numai
pe 1, care corespunde ﬁecvent,ei w=0. El va elimina, prin urmare,
componentele de frecveQ nula.
4

@)
&
&

&
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Filtrul de rejectie simplu (un zero)

H(z)=1-2z"

y[n] = x[n] = x[n —1]

Avem, deci, un zeroinz=1 = e/°, ca@%’ste punctul din planul complex caruia
1i corespunde frecventa 0.

Functia de transfer este imedia Si ecuatia cu diferente cu coeficienti
constanti se scrie foarte si iesirea calculandu -se ca diferenta dlntre
valoarea intrérii curente séaa |ntrar|| anterioare: x[n]-x[n-1].

<
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Raspunsul in frecventa
(filtrul de rejectie simplu)

[H(e™)|

Daca trasam raspunsul in frecvent,éngeasta va fi caracteristica pe care o
obtinem. Intradevar, pentru frec 0 se obtine valoare 0, asa cum ne
doream. Aceasta, fnsd, nu esie' o caracteristicd acceptabild pentru noi,
deoarece introduce o atenua{/ée)oarte mare pe o buna parte din domeniul de
frecventa. Ceea ce ne m cu adevarat este o crestatura mult mai
pronuntata. Trebuie sa r%?é valoarea O la frecventa O, iar restul spectrului e
de dorit sa fie cat m%)u’gln afectat.
O “
O
D
QX

N
N
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Filtrul de rejectie imbunatatit (un zero, un pol)

O

H(z) = 1-)z"1

y[n] = Ay[n — 1] + x[n] — x[n — 1]

Pentru a imbunatati performantele fll(gfﬁi de rejectie, vom forta aparitia unui
pol de valoare A1 Tn apropierea ui z=1. Evident, polul trebuie sa fie n
interiorul cercului de raza unita {gjca sa fie de valoare 1 mai mica decat 1,
fiindu-ne astfel asigurata sta ea filtrului. Functia de transfer este imediata,
numaratorul asigurandu- Q%/oul z=1 si numitorul asigurandu-ne polul de
valoare A. Ecuatia cu @Q ente cu coef|C|ent| constanti se deduce si ea cu
rapiditate.

=Y

@)
&
&

&
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Raspunsul in frecventa
(filtrul de rejectie imbunatatit)

A=07 A=0.98 o
' ' 7
: : N
S S Q/@
- /2 0 /2 -:,'z) ?‘n x/2
3
\s
©
N\

Daca facem reprezentarea in dom frecventa, aceasta va fi functie de
valorile lui A. Pe masura ce 1 creg@estétura devine tot mai pronuntata.

O
)
N
&

4
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Structura filtrului
(schema bloc a filtrului de rejectie imbunatatit)
y[n] = Ay[n — 1] + x[n] - x[n — 1]
Q..
. " N
x[n] \TJ .Ay[n— 1] + x[n] _‘FJ \@)
1 \ ?s
z_]_ -x[n ﬁ\
éo
A -1 . ?‘
& —‘s
Y
<X
O

?»

Aceasta este structura filtrului. Nu es@gfna complicatd, dar pentru a intelege
cum functioneaza vom gandi Iucggﬁ’lé prin suprapunerea efectelor (de fapt,
exploatam liniaritatea sistemulu\i§)

N\
&

4
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Filtru de rejectie a zgomotului retelei de alimentare
(Hum removal filter)

= Hum = zgomot (bazait, zumzet) avand frecventa aproximativ egala cu dublul O
frecventei retelei de alimentare cu energie electrica. Poate sa fie fo

deranjant pentru urechea umang, fiind in gama de frecvente audibile. .\,

= Filtrul este similar, oarecum, cu filtrul de rejectie simplu, dar el se eazd
pentru a elimina o frecventd nenula specificd (si nu frecventa in cazul
respectivului filtru). %/

= Este foarte util muzicienilor, aflati in cdutarea sunetelor \”%te (exemplu:
amplificatoarele pentru chitarele electrice culeg acest z t din reteaua de
alimentare cu energie electrica). N/

= Inldturarea zgomotului se face tinand cont de frec@retelei de alimentare.

O

v

Trecem la o alta structura de filtru, dqu’té altor nevoi. Parcurgem informatiile

din slide. %
oc’@
N
&

4
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Functia de transfer si RC-ul filtrului

Im

X

a A
wo Re H(z) = (1(1 ,\:,l:: ;:;(l %?:zi)x)
1 <<§\
» %)
e

&
O\Q\

V

Strategia folosita va fi exact aceeasi QT’ cazul rezonatorului. Se ia filtrul de
rejectie imbunatatit, avand un z Fi 1 si un pol in 4, in imediata apropiere
a zeroului. Miscam apoi atat & cat si polul, cu wy, pe circumferintele
cercurilor corespunzatoare, ze 1 si, respectiv, A. Desigur, pentru a avea
un filtru real, trebuie sa i ucem si complex conjugatele, corespunzatoare
lui —

Vom obtine o funct,ietge'transfer de tipul celei din slide.

™
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Structura filtrului (schema bloc)
si raspunsul in frecventa
x[n] G—) @ ]@Q.
A=0.95 I:]] v
=1 \/
1 cog wo —£Cos y
i G)z,\ 2 )
ai' -x/2 0 =/2 x |A|)_ é
N
¥
e
Daca trasam raspunsul in frecvenqta; obtinem caracteristica dorita, cu

crestatura corespunzatoare frecve@&“de interes.
Structura filtrului este cea din f%@

N\
&
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PROBLEMA PROIECTARII FILTRELOR

Cerinte:

= Raspuns in frecventa: banda (benzi) de trecere si de oprire

= Faza: liniaritate, deplasare

= Limitdri impuse de resursele disponibile: capacitate si precizie de calcul
Trebuie determinate:

N, M si coeficientii aj by, pentru a se indeplini cerintele impuse

b+ bz 4.+ by_yz~ (MY
ag+az-l+...+ay_1z-(N-1)

Pana acum am obtinut cateva filtre simple, derivate din structuri cunoscute,
bazandu-ne mai mult pe intuitie. Tn-géneral, daca structura filtrului nu este una
foarte complicata, in sensul ca fanctia sa de transfer este simpla, cu grad mic
pentru numitor si numarator, ‘putem sa deducem caracteristicile filtrului din
diagrama poli-zerouri. Mainiult, pentru a obtine un filtru real cu caracteristici
imbunatatite, polii si zeraprile trebuie adaugate in perechi conjugate complexe.
Deci, sa reluam prohlema proiectarii, a designului filtrului.

In general, pornimde-a un set de cerinte, cum ar fi caracteristicile raspunsului
in frecventa, reférindu-ne aici la plasarea benzii de trecere, respectiv a celei
de oprire. Evident, putem avea mai multe benzi de trecere si mai multe benzi
de oprire.

Probahihea vor exista si anumite cerinte de faza, puse sub forma daca faza
liniara,este necesara sau nu.

Cel.mai adesea vom avea, insa, o anumita limita a resurselor de calcul pe
care le putem utiliza. Ea se va reflecta in capacitatea de a determina gradul
numaratorului si al numitorului, precum si coeficientii polinoamelor implicate
pentru a se indeplini cat mai bine cerintele.
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Exemplu: specificatii pentru filtrul trece-jos

v

e
De exemplu, daca vrem sa proiectén@g\' filtru trece-jos specificatiile pot fi de
tipul: QY“
« o frecventa de taiere O
» 0 valoare dorita pentru ba e trecere
» 0 valoare dorita pentru a de oprire.
Toate aceste specificatii diate par sa indice o caracteristica ideala, despre
care stim bine ca nu,0 putem obtine in practica.
Prin urmare, vom i ca sa indeplinim aceste cerinte luand in mod explicit in
considerare cegge stim ca este posibil de indeplinit cu un filtru realizabil.

@ Watermarkly
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Limitari de ordin practic

Q..

* Tranzitiile intre benzile de trecere si cele de oprire nu pot fi perfect abrupté%/\ootiv
pentru care se utilizeaza benzi de tranzitie N/

= Amplitudinea raspunsului in frecventa nu poate ramane constanta de- W?igul unui
interval, ceea ce necesita specificarea abaterilor/ tolerantelor p@o anumita
banda

&
O\Q\

v

Stim, de exemplu, ca benzile de traéé si cele de oprire nu pot fi perfect
abrupte. Prin urmare, vom folosi b de tranzitie, pentru a permite o scadere
treptata a raspunsului in frecveé@ e la banda de trecere la banda de oprire.
De asemenea, amplitudinea raspunsului n frecventa nu poate fi constanta de-
a lungul unui intreg interval>/om vedea, in scurt timp, de ce. Retinem ca este
necesara specificarea Q terilor / tolerantelor pentru o anumitd banda, de
trecere sau de oprirq.g'

O
O
o
N
&

@ Watermarkly

42



Consecintele limitarilorimpuse

n general:
* Benzile de tranzitie mai mici implica filtre de ordin mai mare
* Erorile/abaterile mai mici implicd, de asemenea, filtre de ordin mai mare

Asta in conditiile Tn care un filtru de ordin mai mare duce la cheltuieli mai faci, dar sila o
mai mare intarziere.

Ordin al unui filtru = numar maxim de blocuri de intarziere utilizaté A structura sa

In general, sunt de retinut urmatoarele;

Daca vrem benzi de tranzitie foarte ‘scurte, va trebui sa folosim filtre de ordin
mare.

Similar, daca dorim abateri ./ tolerante mici, avem nevoie de filtre de ordin
mare.

Prin ordin al unui filtru Tgtelegem, in general, numarul maxim de elemente de
intarziere utilizate Tn structura acestuia. Acesta se deduce imediat, spre
exemplu, din ecwuatia cu diferente cu coeficienti constanti, dar si din
considerente constructive de design, ce pot reduce acest numar, asa cum vom
vedea.

Acum, un. ofdin mai mare inseamna un grad mai ridicat al polinomului de la
numarater si/sau de la numitorul functiei de transfer.

Putem-vedea cresterea ordinului filtrului in stransa sa legaturd cu necesitatea
memorarii si operarii cu un numar in crestere de esantioane anterioare
(trecute) ale intrarii si/sau iesirii. Aceasta inseamna ca va trebui sa folosim mai
multd putere de calcul pentru implementarea filtrului, dar si ca intarzierea
introdusa de filtrul cauzal implementat va fi mai mare.
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Specificatii realiste pentru filtrul trece-jos

Banda de trecere Banda de tranzitie Banda de oprire Q_.

Putem reprezenta grafic specificatiil aliste ale filtrului trece-jos, puse in

evidenta, dupa cum urmeaza. V‘
In loc sa avem o frecventa de ?% w, (cut) , vom avea o banda de tranzitie

cuprinsa intre o frecventa pass), care ne specifica sfarsitul benzii de
trecere, sio frecventa wsézp), care ne specifica inceputul benzii de oprire.
n loc sa& avem doar o re pentru banda de oprire (0) si banda de trecere
(1), vom avea regiu%de abatere / toleranta, in care raspunsul in frecventa se
poate misca. o=

@ Watermarkly
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De ce nu putem avea un raspuns constant in
frecventa?

H(z) = B(2)/A(2), cu A(z) si B(z) polinoame

H(eJ*) = ¢ peuninterval = B(z)—cA(z) =0 peuninterval
(adicd o ecuatie cu un numar infinit de ridacini’)
= B(z) — CA(z) = (0  pentru toate valorile Jui z
= H(e&)=c totintervalul [-m, =)

Sa incercam sa raspundem la intrebarea din slide, asa cum am promis mai
Tnainte.

Pornim de la o functie de transfer rationala (raport de polinoame) si
presupunem ca raspunsul in frecventa este constant pentru un intreg interval,
indiferent cat de mic este a¢€linterval.

In acest caz, functia de tfansfer va fi constanta pe acel interval.

Prin urmare, deducem-o prima relatie care se traduce prin aceea ca ecuatia
are un numar infinityde radacini pe acel interval (o infinitate de valori pentru
care expresia se'anuleaza, intervalul continand o infinitate de puncte).

Dar stim, dingfeorema fundamentaléd a algebrei, ca daca un polinom are un
numar infinitde radacini, atunci el este identic cu 0 in tot domeniul complex.
Ceea ce\lnseamna ca daca transformata Fourier este constanta pe un interval,
indiferent cat de mic intervalul, ea va fi constanta pe intregul interval de
freeventa [—m, w]. Am ajuns la o contradictie, deoarece in acest mod functia
ar lua aceeasi valoare in benzile de trecere si de oprire!

Réaspunsul in frecventad al unui filtru este precum un pdstrdv, in apele de
munte. Trebuie s& se migte continuu si nu poate fi niciodatd in repaus.
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Caz important:
aceeasi amplitudine a ondulatiilor in banda de trecere
(equiripple error)

banda de trecere

X

ZRE IR 1.8
L5 X TR TN g
1-6, F N
Ny
X
o
0 wp
)
<\\
Un caz important este ceea ce nu <<éroarea equiripple, unde eroarea, in
acest caz in banda de trecere eaza intre un maxim si un minim, iar
extremele locale ale raspunsul frecventé coincid cu limita superioara si
cea inferioara a regiunii de t nta hasurate Deci, avem un nou parametru

ce trebuie specificat: &,. Q‘

@ Watermarkly
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Tntrebdri importante

= lIR sau FIR? Q>/

= Cum se determina coeficientii functiei de transfer? %?}’
= Cum se evalueaza performantele filtrului?

Odata stabilite specificatiile, iata care@&ﬁ intrebarile fundamentale pe care ni
le punem in problema designul 'V’nui filtru. Pentru a raspunde la prima
intrebare, trebuie sa luam 1in (@%derare avantajele si dezavantajele unui
design fata de altul. \9
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lIR: PRO si CONTRA

PRO:

= Eficiente computational OQ.
= Se poate obtine cu usurintd o atenuare consistenta in banda de oprire N/

= Recomandate pentru domeniul audio \g/

CONTRA: @%
® Probleme de stabilitate Q/
= Dificil de proiectat pentru raspunsuri arbitrare %

* Faza este neliniard J ?‘

Al
RS

v

lata argumentele si contra—argumente@gﬂr cazul lIR.
¥
\50
<
Q.

4
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FIR: PRO si CONTRA

PRO:

= Totdeauna stabile OQ.
= Existd tehnici de proiectare optimala @/

= Pot fi proiectate cu faza liniara VX/

CONTRA: e
O

= Mult mai scumpe din punct de vedere computational

= Din punct de vedere acustic, ele ar putea ,,suna” strident, n$~%ut
J,

?\
&
RS

Y
latd argumentele si contra-argument cazul FIR.

?\
&
A2
&

4
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Despre metodele de proiectare ale filtrelor

» In general, determinarea gradelor N si M ale polinoamelor, respectiv
determinarea coeficientilor ay si by, pentru a fi respectate specificatiile gerute,
este o problema neliniara dificila

= Metode consacrate:
* |IR: conversia proiectarii analogice
* FIR: proiectarea optimald minimax (Parks-McClellan)

Gasirea gradului si a coeficientilor polipoamelor implicate in functia de transfer
este o problema foarte grea.

In cazul filtrelor IIR, existd o Masta literatura despre designul filtrelor, care
dateaza inca din vremea electrohicii discrete si care a fost adaptata cand s-a
trecut la proiectarea filtruluidigital.

Filtrele FIR, pe de alta parte, sunt entitati pur digitale care nu exista in lumea
analogica. Tehnicile de’proiectare pentru filtrele FIR au fost dezvoltate de la
zero, inca de la inceputul procesarii semnalului digital. Au atins apogeul la
inceputul anilor’ 20, cu tehnica de proiectare optimala a filtrelor Parks-
McClellan.
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