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UN EXEMPLU DE FILTRARE IN DOMENIUL TIMP SI IN DOMENIUL FRECVENTA .
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TIMP REALIZABILE.OQ-
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CALCULUL FUNCTIEI DE TRANSFER PENTRU FILTRUL LEAK GRATOR.
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UN CRITERIU SIN{PLU DE STABILITATE.
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In cursul precedent am introdus not@é de SDLIT, identificand si filtrele cu
aceste tipuri de sisteme. Am definj punsul la impuls si am stabilit ca acesta
caracterizeaza complet sistem m definit convolutia, i-am pus in evidenta
principalele proprietati si am s{/ at algoritmul numeric prin care se calculeaza.
Am demonstrat teorema olutiei. Am dat clasificari ale filtrelor functie de

comportamentul lor Tn Q) eniul timp (FIR, IIR, cauzale si non-cauzale) si
domeniul frecventa (trece-jos, trece-sus, trece-banda si trece-tot). Am discutat
despre BIBO — st tea filtrelor si am demonstrat un rezultat fundamental
cu privire la ac asta. Am analizat, pe rand filtrul trece-jos ideal, filtrele trece-
sus si trece-banda, ca variante derivate din primul. Am dat un exemplu de
utilizare a filtrarii trece-jos la demodularea unui semnal modulat sinusoidal.
Astazi aza sa discutam despre subiectele din slide si intram imediat in
conti@i\ cursului.
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Exemple de masuratori
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Sa presupunem ca efectuam masura ale unei marimi care are o variatie
lenta, caracterizatd de o anumita ?tEZime a reprezentarii sale grafice, fara
varfuri care sa evidentieze vari%@ uste.

FIGURA 1

De exemplu, tensiunea a \{é\ a unei persoane, pe parcursul a 24 de ore, la
intervale mici de timp, TnQ,a fel incat esantioanele sa fie suficient de apropiate
pentru a da impresiaéontlnuité’;ii graficului.

FIGURA2 q .
Sau, un alt ex u, numarul de accesari/ora al unei publicatii online de
cultura, pe o perioada de un an.

Exemplel @t continua. Am dat si noi suficient de multe exemple, pana acum,
pe par@él orelor de curs.

@?‘
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Un scenariu tipic de filtrare
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Consideram un exemplu oarecare, dat’de reprezentarea din figura (vedeti
prima figura).

Datorita procesului de masurare(sau al celui de transmisie a datelor (motivele
pot fi nenumarate), valorile_pet fi corupte de o forma de zgomot aditiv
oarecare, care poate fi ugor perceputa de destinatarul informatiilor ca fiind o
cantitate straina, care <{Sigur perturba valorile reale ale marimii masurate
(urmariti a doua figura).

Adica, ceea ce obtineti in cele din urma, in loc de curba neteda a primului
panou, este o curba in care observi cu usurinta ca exista miscari foarte rapide,
pe care le integpretezi ca fiind acel zgomot (a treia figura).

Intrebarea_tare se pune este daca putem procesa aceste date ca pe un
semnal-istimp discret, astfel incat majoritatea zgomotului sa fie indepartata si
sa obtinem o reprezentare conforma cu asteptarile noastre de ,netezime”.




Micsorarea efectelor zgomotului folosind
medierea mobila

. Idee: inlocuirea fiecarui esantion cu o medie dintre valoarea sa si cele ale
esantioanelor anterioare din imediata sa vecinatate

» Deexemplu: y[n] = (x[n] + x[n — 1])/2)

» Sau mult mai general:
M-1

yinl = 4 > A=

k9

Prima idee este de a inlocui fiecare gsantion din secventa cu o medie locala.
Mediile sunt bune, de obicei, atunci cand vrei sa elimini variatiile aleatori,
despre care nu stii prea multe.

Este ceva de genul: ,Mai baiete] tu poti sa faci un salt, daca tii neaparat, dar
nu unul exagerat. Ci doar atét-cat iti dicteazd media celor de dinaintea ta.”

Se poate considera, §pre exemplu, media simpla, in doua puncte, a
esantionului curent si.a’esantionului trecut. S-ar putea, insa, ca media in doua
puncte sa nu fie sufigienta pentru a elimina majoritatea zgomotului.

Si astfel, in general, am putea utiliza medii mai lungi, luand in considerare
media esantieanelor din M puncte (anterioare, plus punctul curent).

Daca facem<dasta experimental, putem vedea imediat ca strategia functioneaza
odata cu.eresterea numarului de esantioane M. Sigur, insa, va exista si un pret
platits;,




Filtrul cu mediere mobila — domeniul timp

Raspunsul filtrului la impuls:

1 M-1
hln] = 1 > dln—kK
k=0
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Am vazut, in cursul precedent,
pondere) a unui filtru cu mediere
face cu un filtru cauzal de tip FI
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c arata rasp

unsul la impuls (functia

ila. Este usor de vazut ca avem de a
um am subliniat la momentul potrivit.
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lata care este rezultatul in domeniul timp:
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lata care sunt rezultatele obtinute {@—domeniul timp, in cazul considerat,
utilizand acest tip de filtru.

Daca luam doar media pe .doua puncte, vedem ca efectele nu sunt
spectaculoase. Puteti observa-cu albastru - semnalul original, iar cu rosu -
iesirea filtrata cu o medie pédoua puncte.

Pe masura ce crestem dumarul de puncte pe care le folosim pentru a calcula
media, putem vedea ca‘incepem sa eliminam putin mai mult din zgomot.

Cu o medie de 12 puncte, spre exemplu, putem deja sa vedem ca strategia da
roade.

Daca suntemgdispusi sa crestem media pana, sa spunem, la una pentru 100
de puncte, ‘atunci putem vedea clar ca semnalul pe care il culegem la iesire
este unulfoarte neted. Vom observa, insa, ca, in raport cu semnalul original,
iesirega fost intarziatd. Acesta este pretul pe care il platim pentru ca folosim
unsAumar mare de esantioane trecute, pentru a calcula valoarea de iesire.
Deci, intr-un fel, acumulam o anumita intarziere, pentru ca facem o medie din
trecut.

Ceea ce am invatat experimental, din cele analizate, este ca efectul de
netezire al filtrului este proportional cu lungimea M a raspunsului la impuls.
Cum stau, oare, lucrurile in domeniul frecventa?




Filtrul cu mediere mobila — domeniul frecventa
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Daca luam in considerare acum amplifudinea DTFT, ea are reprezentarea din
figura pentru cazul M=9.

Un lucru interesant de retinut este ca amplitudinea ia valoarea 0 n toti multiplii
de 2m/M, cu exceptia lui 0. Asadar vom vedea (M-1) zerouri de-a lungul axei
frecventei.

Putem reprezenta graficfaspunsul in amplitudine pentru valori crescatoare ale
lui M.

Aici aveti raspunsutin“frecventa pentru M = 20. Putem numara cele 19 zerouri
de-a lungul axeifrecventei.

Apoi aveti raspunsul in frecventd pentru M = 100. Se poate observa ca
raspunsul, i frecventa este foarte concentrat in jurul originii, semn clar ca
avem de.a face cu un filtru trece-jos.

Sa ne,intoarcem la exemplul nostru de reducere a efectelor zgomotului pentru
semalul considerat, pe care I-am studiat pana acum in domeniul timp, si sa
vedem ce se intdmpla in domeniul frecventa.




Paralela intre ceea ce se intampla
in timp siin frecventa
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Am vazut ce se intdmpla cu semnalulé(siderat in domeniul timp, iar acum
analizam ce se intampla in domeni N’fecven;‘é.

Am avut semnalul initial (repreiﬁfin albastru), afectat de un zgomot aditiv
(reprezentat aici in portocaliu).

in domeniul frecventa, sp semnalului neted arata ca in figura. Cea mai
mare parte a energiei s@ ste concentrata in jurul frecventei 0, deci este un
semnal de tip trece-jos.”Transformata Fourier in timp discret a zgomotului
arata tot ca un zg 3 i in domeniul frecventei.
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Rezultatul suprapunerii zgomotului
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lata ce se obtine, in domeniul frecvenQ-,. rin suprapunerea spectrului
zgomotului peste spectrul semnal il neted.
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Ce obtinem, ca rezultat in domeniul frecventa,
dupa filtrare?

Cénd folosim o mediere mobila pentrg’a-filtra zgomotul, in domeniul frecventa
inmultim acest spectru (colorat Tn0su) cu raspunsul in frecventa al filtrului de
mediere mobila (colorat in verde). Aduceti-va aminte ca in timp ce in domeniul
timp aveam convolutie, in domeniul frecventad avem produs de DTFT-uri.

Aici folosim, de exemplu, @dnedie in M=9 puncte, dupa cum se poate vedea
din numarul de zerouri figurate de-a lungul axei frecventei.

Inmultirea realizata determina o foarte adanca atenuare a frecventelor inalte.
Prin urmare, cea mai-mare parte a zgomotului care era continut in aceste
benzi a fost eliminata. Ca reprezentare, rezultatul aratda ca in figura. Este
vizibila netezirea curbei.

In acelasi.timp, insa, dacad comparati rezultatul operatiei de filtrare cu spectrul
original-(cel colorat in albastru), vedeti ca filtrarea a eliminat parti din spectrul
originalicare aveau tot dreptul s& ramana acolo! Aceasta dovedeste, inca o
data;'ca intotdeauna exista un pret de platit, chiar si in procesarea semnalelor.
Respectiv, pentru a elimina zgomotul, uneori eliminam si o parte din ceea ce
nu trebuia eliminat.
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Cele mai generale SDLIT

= Filtrele ideale, puse in evidenta, nu pot fi
implementate in practica x[n] H y[n]
* Cdutam cea mai generala transformare liniara si
invarianta in timp care poate fi implementata,
stiind ca:
+ Liniaritatea: implicd numai adundri si
fnmultiri cu scalari
* Invariantain timp: presupune numai

inmultirgeu
scalari
+ Realizabilitatea: implica un numar finit de

inmultiri cu scalari
esantioane (trecute sau viitoare)

Tntarziere

Am vazut ca filtrele ideale nu pot fi i;ptementate. O intrebare fireasca este,
asadar, urmatoarea: care este ceamai generala transformare liniara invarianta
n timp pe care o putem implemgnta in practica?

Stim ca liniaritatea implica faptdl ca putem folosi doar adunari si inmultiri in
algoritmul nostru. Invariaptalin timp presupune doar inmultiri cu scalari, iar
realizabilitatea implica dtilizarea doar a unui numar finit de esantioane de
intrare si iesire, trecute sau potential viitoare.

Aceasta este 0 reprezentare, pe care o reluam, pentru a ilustra ceea ce se
intdmpla n intefiorul unui sistem discret liniar si invariant in timp. Cele trei
ingrediente fupdamentale sunt, dupa cum stim, adunarea, inmultirea cu scalari
si intarzierea.

11



Reprezentarea SDLIT prin
ecuatii cu diferente cu coeficienti constanti

N M 2
;)aky[n -kl = kz::obkx[n — k] @/O
\%
v

= Utilizeaza (M+1) valori corespunzatoare intrarii si N valori corespu@are

iesirii SDLIT. <</
= Considerdam a, = 1 (altfel facem o normalizare). %
= Sistemul este complet specificat de cei (M+N+1) coeficign;i?‘

Din punct de vedere matematic, pu descrie pe deplin functionarea unui
SDLIT printr-o asa-numita ecuatie iferente cu coeficienti constanti, ecuatie
pe care o vedem aici in forma salcea mai generala.

Se utilizeaza M + 1 esantlo e intrare si N esantioane de iesire (aceasta
pentru ca pe y[n] nu il c tem Valorile acestea sunt limitele sumelor din
ecuatie. Primul coeficie L?.n comblnatla liniard a esantioanelor de iesire este
fixat Tn mod conve |onal la 1, el fllnd coef|C|entuI lui y[n], Tn caz contrar
putandu se renor a coeficientii (printr-o simpla impartire).

Intregul S|stem§€te deci, complet specificat de cei M + N + 1 coeficienti.

?\
é@

@?‘
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Rescriem ecuatia sub o alta forma
Y["]:ZMka["*k]*iak}’["*k]

= Exprimarea cauzala a ecuatiei

Algoritm de calcul al semnalului de iesire (al fiecarui esantion y[n])

Raspunsul in frecventa = DTFT-ul raspunsului la impuls al sistemadlui

= Care este, insd, modalitatea optima de determinare a raspunsutui’la impuls
al sistemului?

Putem rearanja aceasta ecuatie infr-0" forma cauzala, exprimand iesirea
y[n] ca o combinatie liniara a_ esantioanelor de intrare, multiplicate cu
coeficientii b, , din care se scadé combinatia liniara a esantioanelor de iesire
anterioare, multiplicate cu coefieientii ay.

Aceasta expresie cauzala ofera un algoritm pe care il putem folosi la calculul
fiecarei valori a iesirii, at@nei cand n variaza.

Am vazut, de asemenea, ca un SDLIT poate fi complet caracterizat si prin asa-
numitul raspuns in freeventa. lar raspunsul in frecventa este foarte important,
pentru ca ne furnizeaza caracteristicile sistemului in domeniul frecventa. Cum
calculdm raspunsul in frecventa? Ei bine, el este DTFT-ul raspunsului la
impuls al sistemului.

Deci, trecem firesc la urmatoarea intrebare: cum calculam raspunsul la impuls
al unyisistem, avand data ecuatia cu diferente cu coeficienti constanti?
Amvazut, in trecut, cum se calculeaza in mod explicit raspunsul la impuls in
cazuri mai simple. Dar, in general, avand o astfel de ecuatie, calculul
raspunsului la impuls Tn mod explicit este foarte complicat.

Pentru a-l putea face avem nevoie de un nou instrument matematic, numit
transformarea z. Inainte de a introduce transformarea z, insd, vom face un mic
ocol, care poate parea putin straniu, dar justificarea lui va veni imediat.

13



Tnmultirea polinoamelor

(1+3t+22)(2+t—-2+43) =2+ t— 2+48 \9
+ 6t + 362 — 383 + 12¢4 \g/

+4t% + 2t — 2t &

=2+ Tt+6t2+3t3 + + 8t°
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Sa luam in considerare problema Tnm@gﬁ a doua polinoame.

Consideram ca avem doua poli N’ne oarecare si, luand aceste exemple
concrete, ne amintim imediat (ﬁ% face aceasta operatie.

Dupa inmultiri si ordonarea RE: oloane a termenilor de acelasi grad, se face
adunarea pe coloane si s tine imediat rezultatul.

@ Watermarkly
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lar rezultatul este ceea ce obtinem facand si
convolutia!

X

&
[.. 13200 ..]*[.. 21 -1 40 V{%\’
(.. 2763 10%@% ]

Daca luam doua secvente de suportqgf in care coeficientii nenuli, incepand

cu n=0, sunt egali chiar cu coefi@n celor doua polinoame pe care le-am
considerat anterior, si calculdm, Convolutia lor, vom da chiar peste coeficientii

produsului polinomial obtinut devreme.
Asadar, inmultirea polinomiala si convolutia ne-au condus la acelasi rezultat!

@ Watermarkly
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Tnmultirea polinoamelor si convolutia ne dau
acelasi rezultat... daca ne referim la coeficienti

p(t)=po+prt+...+ ppt’ Presupunemcd: po=0 ng[0,P] sig=0 ng[0,Q]
— Q s
t)= t+... t
q(t)=do+mt+...+aq Produsul polinoamelor: fn = Z PkGn—ks
k=-00
P+Q
(6 =p(t)-alt) = 3 rat” )
n=0 Convolutia:  y[n] = 3 »{Kfofe = k]

k=—ap

min{n,P}

= 3. Pklnk 0Sn<P+Q
k=max{0,n—Q}

In cazul general, date fiind doua polingarme de grad P si respectiv Q, produsul
lor va fi un polinom de grad (P +/Qy si fiecare coeficient din produs poate fi
calculat folosind formula din slide.

Acum, limitele acestei sume parputin complicate, dar se poate simplifica acest
lucru. Asta daca evidentieri<ca toti coeficientii din polinoamele originale p(t) si
g(t) sunt egali cu zero<atunci cand indexul este in afara intervalului [0, P],
pentru primul polinom,”respectiv in afara intervalului [0, Q], pentru al doilea
polinom.

Cu aceasta conventie, putem observa ca coeficientul numarul n al polinomului
obtinut prin inmultire este dat de noua formula din slide, iar daca comparam
aceasta formula cu formula pentru convolutia a doud secvente discrete,
vedem caCele doua sunt exact la fel.

Acum;ide ce este acest lucru important? Ei bine, acum este timpul sa
intreducem transformata z si sa evidentiem proprietatile sale.

16



Transformata z

oo

X(z) = Z x[njz™", zeC

n=—00

* Unei secvente in timp discret x[n] i se asociazd aceasta serie de puteri (in fapt, un polinom)
denumitd transformata z

= Pentru noi este mai mult un operator formal

= ... dar, de asemenea, ea este si 0 extensie a DTFT la intregul plan complex:

X(2)|;=ew = DTFT {x[n]}

= Acum notatia X (e’®) are mult mai mult sens.

Avand o secventa discreta infinita x[n])-transformata z asociata acesteia este
o functie complexa de variabila compléxa z, definita prin suma data in slide.
Putem vedea ca, practic, transformam o secventa discreta intr-un polinom,
mai precis intr-o serie de putert, avand in vedere ca indicele n merge de la
minus infinit la plus infinit.

Pentru noi aceasta est@ un operator formal, dar putem vedea ca formula
seamand mult cu formula pentru DTFT. Daca il inlocuim pe z cu e/®,
observam ca in locuttransformarii z obtinem chiar DTFT-ul lui x[n]. Cu alte
cuvinte, daca vom calcula transformarea z pe cercul de raza 1 centrat in
originea planufui complex, obtinem chiar DTFT.

Asta explic&de ce folosim notatia X(e/®) pentru DTFT.

Cum transformarea z este o serie de puteri, ar trebui sa ne preocupe
convefrgenta sa. Amanam, insa, studiul convergentei transformarii z, pentru
moment.

17



Proprietati fundamentale ale transformatei z

Liniaritate

Z{ax[n] + By[n]} = aX(2) + BY(2)

Deplasare in timp

Z{x[n— N} =z7VX(2)

Convolutie

Z{hlnl * x[nl} = H(2)X(z)

Pentru moment, suntem mai interesati-de proprietéatile transformatei z si vom
ncepe cu cea mai simpla, care este liniaritatea. Aceasta este o proprietate
foarte usor de verificat folosind direct definitia.

Daca avem o combinatie, tiniara a doud secvente discrete si luam
transformarea z a acestei,'combinatii liniare, vom ajunge la acelasi rezultat
efectuand combinatia linfaréa a transformarilor z independente.

O alta proprietate foarte importanta, care este imediata, este cea referitoare la
deplasarea in timps Rezultatul este cel din slide.

Si, in sfarsit, ceaumai importanta proprietate dintre toate este cea referitoare la
convolutie. Daca luam transformarea z a convolutiei a doua secvente, aceasta
este egald c( produsul transformarilor z individuale. Aceasta proprietate este o
extensies:a exemplului de inmultire polinomiala, pe care l-am vazut mai
devrenie.

18



Convolutia in domeniul complex z si
functia de transfer a sistemului.

Consideram un SDLIT cu h[n] rdspunsul sdu la impuls

y[n] = h[n] * x[n] Y(z) = H(2)X(2)

=
Z{y[n]} = Z{h[n] * x[n]} H(z) - functia de transfer a sistemulti

= H(z) este transformata z a raspunsului la impuls al sistemului
= Particularizand z=e/, in H(z), obtinem chiar raspunsul in frecventa al sistemului.

Sa ne amintim de problema pe care” ne-am pus-0, respectiv sa gasim
raspunsul in frecventd al unui SDLIT pornind de la ecuatia cu diferente cu
coeficienti constanti. Vrem sa vedem cum ne poate ajuta transformata z sa
facem asta.

Pentru inceput, daca avem,¥n SDLIT cu un raspuns la impuls dat de h[n], stim
ca iesirea pentru orice infrare data, x[n], va fi convolutia acesteia cu raspunsul
la impuls. Daca trecenvacum la domeniul complex z, aflam ca transformata z
a iesirii va fi transformata z a acestei convolutii. Luand in considerare
proprietatea transformatei z ce vizeaza convolutia, putem exprima
transformata z.a iesirii ca produs dintre transformata z a raspunsului la impuls,
H(z), si transformata z a intrarii, X(z).

Pe H(z);o0-nhumim functie de transfer a sistemului. Acum, acest lucru nu este
deoselit de surprinzator. Asta pentru ca daca facem, asa cum am spus mai
inainte, z=e/®, obtinem chiar raspunsul in frecventa al sistemului.

Problema este ca noi nu avem raspunsul la impuls, h[n], al sistemului, ci avem
doar ecuatia cu diferente cu coeficienti constanti, adica descrierea algoritmica
a sistemului.

19



Aplicarea asupra ecuatiei cu diferente cu
coeficienti constanti a transformatei z

Z{ay[n - k]} = ayz7*¥ (2) OQ-
Z{byx[n — k]} = b,z *X(2) @,

N M N \2¥
Z ayln— k] = Z byx[n — k] = Y(z) Z au&&(}) Z bz ™k
k=0 k=0

a =1 f: bkz“‘ 5 ?‘
= Hz) = =0 \/?“
1+ Z akz'}\?“
k=1 CQ\
AN

Daca vom considera ecuatia cu difereq,g/cu coeficienti constanti si aplicam
transformata z acesteia, atat in m B’rul stang, cat si in membrul drept, putem
exploata proprietatea de Iiniari%&ransformatei z si, respectiv, proprietatea
de deplasare in timp a transf% rii z.
Pentru un termen de form %(y[n — k] se obtine imediat ca:
ary[n — kl} = az7*Y (2).

Similar, pentru un te@efn de forma by x[n — k] se va obtine:

© Z{bkx[n —k1} = bz ¥ X (2).
Fara nicio dific , dupa scoaterea factorilor comuni Y(z), in membrul stang,
respectiv X(z membrul drept, care nu depind de k, sitinand cont ca am
impus aoé va rezulta imediat relatia de calcul pentru H(z).

N\

&
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Cateva concluzii cu privire la functia de transfer

= Putem obtine functia de transfer, H(z), direct din coeficientii ecuatiei(cu
diferente cu coeficienti constanti

= Functia de transfer H(z) este una rationala

= Reamintim ca am presupus ca toate transformatele z utilizate/exista si sunt
convergente

Observam ca, in acest mod, functiayde transfer a sistemului ne este data
direct din valorile coeficientilor ecuatiei cu diferente cu coeficienti constanti,
fara a mai fi nevoie sa cunoastem raspunsul la impuls al sistemului.

De fapt, se dovedeste ca functia/de transfer este o functie rationala, adica este
un raport de doua polinoatme in z, de grad finit, la care coeficientii sunt dati
chiar de coeficientii ecuatiei.

Reamintesc faptul ca pana acum am presupus ca toate transformatele z pe
care le-am folosit exista si converg! Deocamdata nu ne ingrijoram in legatura
cu acest lucru.
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Functia de transfer pentru Leaky Integrator

Ecuatia cu diferente cu coeficienti constanti: y[n] = (1 — A)x |1+ Ay[n @,O

Raspunsul la impuls al sistemului: h[n] = (1 — A)x[n]A™u] \/
Functia de transfer calculata cu ajutorul definitiei transformate| z:

H(z) = (1 —A)ZA" "= _Az_l %Q/®

Functia de transfer dedusa direct, folosmd coeficentii ecuatl%

Y(z) = (1 — D)X (2) + Az~ 1Y (2) :,@Y—

0\0

1-Az~

Haideti sa revenim asupra filtrului IeaIQ-(fﬂegrator utilizat de noi, si sa vedem
cum putem ajunge la functia sa de@; sfer.

Q/QO
QQ~

@ Watermarkly
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Va aduceti aminte de blocul de intdrziere?

Q..
x[n] z1 x[n—1] @/O
A%
Y(2) = 271 X(2) @ev
?‘é(/
Ns
é?“
O

Daca va aduceti aminte de blocul d
notatiei pe care o foloseam atunciQY‘

O
)
N
&

4

arziere, acum intelegeti si dati sens

@ Watermarkly
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REGIUNEA DE CONVERGENTA (RC)
A TRANSFORMATEI Z

Regiunea de convergenta (RC) este zona din domeniul complex in care este asigurata
convergenta absoluta a seriei de puteri:

ze RC{X(2)} < Y |xlnlz™"| <

n=-—0o0

= RC depinde de valorile pe care le ia x[n]
= Pentru functia de transfer rationala se pot utiliza metode indirecte
= Nu suntem interesati de convergenta in zero si infinit

Dupa ce am discutat despre transforfnarea z si dupa ce am definit functia de
transfer a unui sistem ca fiind Aransformata z a raspunsului la impuls al
sistemului, a venit timpul s& ne(punem si problema existentei transformatei z.
Raspunsul la impuls poate fi 0'seécventa discreta de suport infinit si, prin urmare,
transformarea z a unei astfel.de secvente este o serie infinitd de puteri, a carei
convergenta poate ridica_probleme.

Definim regiunea de.convergenta RC pentru o transformata z ca fiind multimea
de valori, ale variabitei z, in care transformata z converge absolut. Aceasta
inseamna ca suma din slide, cu limitele minus infinit si plus infinit, suma din
acele valori abselute, trebuie sa fie una finita.

Intrebarea éste: cum determinam regiunea de convergentd RC?

In mod.clar, regiunea de convergenta RC depinde de valorile secventei x[n]. Dar
amintititva ca suntem interesati de functiile de transfer H(z) ale sistemelor, si
suntem de asemenea interesati s& nu trebuiascd sa calculam raspunsul la
impulsul h[n] In mod explicit, operatiune foarte dificila adesea. Vom vedea ca
pentru o functie de transfer rationald putem folosi metode indirecte pentru a
determina RC. De asemenea, remarcadm ca nu ne intereseaza convergenta n
zero sau infinit. Acestea sunt puncte limitd care nu afecteaza proprietatile
generale de convergenta ale transformarii z.
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REGIUNEA DE CONVERGENTA (RC) — Observatia 1

Pentru semnalele discrete de suport finit transformata z converge peste tot OQ
(exceptie facadnd in 0 sifsau ) Q>/

Sa observam ca limitele sumei din definitia transformatei z sunt finite. ?\/

Prima observatie pe care o putem fa@&’ste ca daca avem un semnal discret

de suport finit, care in cazul unui “%uns la impuls al unui filtru inseamna ca
acesta este de tip FIR, atunci transformata z a semnalului converge peste tot.

Aceasta deoarece transform% este, de fapt, un polinom de grad finit in z,

dupa cum putem vedea xpresia transformatei. Deci, pentru semnale de
suport finit, regiunea deQ; nvergenta este peste tot, exceptie facand 0 si/sau
0, 4

9

@)
&
&

&
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REGIUNEA DE CONVERGENTA (RC) — Observatia 2

&
\/O

ntradevar, daci se scrie z in coordonate polare, sub forma z = ae/?, obtlﬁésgr/nedlat ca:

Regiunea de convergenta RC prezinta simetrie circulara.

Z Ix{nlz™"| < 00 <= Z rx[n1||a-"|<é</

n=-—00 n=-—00

<,

&
O\Q\

V

A doua observatie importanta este Q@.{(/RC pentru transformata z va avea
intotdeauna o simetrie circulara. QY“

intr-adevér, daca 1l scriem pe(z'in coordonate polare, z = ae’?, si facem
inlocuirea sa in suma co&%mzétoare analizei convergentei absolute a
transformatei z, punan suma valorile absolute |x[n]z™™| = |x[n]| -
|z7"|=|x[n]| - [a™"| (ast&@ pentru ca e/’ este de modul 1), putem observa c&
convergenta depinde-numai de amplitudinea a, a lui z. Prin urmare, regiunea
de convergenta v@ ea simetrie circulara si nu va depinde de faza 6 a
argumentului. %

@ Watermarkly
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REGIUNEA DE CONVERGENTA (RC) — Observatia 3

Pentru secvente cauzale in timp discret, regiunea de convergenta (RC) se
intinde de la un cerc din domeniul complex catre co.

Intradevar, dacd vom considera z, € RC si |z,| > |z,]|, obtinem:

o0

e }x[n]l \x[n]
Z‘x["lzl 7;} ‘Zfl Z ‘ZO|

n=0

A treia observatie este ca pentru oJsecventa discretd cauzala, x[n], deci
pentru una la care x[n] =0 capd\n este mai mic decat 0, regiunea de
convergenta se va extinde de la_ (n‘cerc catre infinit.

De ce de la un cerc? Asta pentr’ ca avem simetrie circulara.

De ce catre infinit? Ei bine{sa presupunem ca avem un punct z, in planul
complex care apartine déja RC. Alegem orice alt punct z; din planul complex,
mai mare ca modul.decat z,, si verificam daca transformata z este absolut
convergenta si ng7y~ Scriem, pentru aceasta suma valorilor absolute a
termenilor din Suma transformatei z, pentru noul punct, si observam ca
puterile, datorita cauzalitatii secventei, sunt doar negative (n fiind mai mare
sau egal cu<zero). Urmarim rationamentul in formula din slide si observam ca
suma ce.se obtine este majorata de o suma care este sigur finitd, deoarece
convergenta absolutad era asiguratd in cazul lui z,. Asadar si pentru z, este
valabila convergenta absoluta.
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REGIUNEA DE CONVERGENTA (RC)
PENTRU SECVENTE CAUZALE

Regiunea de convergenta pentru o se@%fn’;é cauzala va avea forma din figura.
Va exista o granita circulara un@ya in planul complex, convergenta fiind
asigurata peste tot in afara acé&i(g granite circulare. Granita aceasta ar putea

fi redusa la un punct, res v originea, asta daca transformata z este
convergenta in tot domeni mplex.

<

@ Watermarkly
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DETERMINAREA REGIUNII DE CONVERGENTA (RC)

Tn general, este o problems3 dificila. \g/

Noi, insa, suntem interesati mai ales de cazul functiilor de transfer r@le!
e
Q

0\0

v

?»

Dar unde pot exista probleme de co@gérgent,é? in general, aceasta este o
intrebare dificila, dar cum noi su interesati numai de functii de transfer

rationale, adica functii exprimat rapoarte de polinoame in z, intr-un astfel
de caz problema este oarecQ/ ai simpla.

<
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REGIUNEA DE CONVERGENTA (RC)

PENTRU SDLIT CAUZALE
Functia de transfer, in acest caz, este de forma: OQ"
H(z) = bo + blz:l +.ot sz_-M Q>/
14+ a2z 1+...+ayz"N ?}/
Ea poate fi intotdeauna factorizata astfel: " zero @%
H(l -z 1Y) %Q/

H(z) = bo " —— ¥~
(1- ,,z“"\)‘,?~
H Q\Vpol
@)
N

v

v

Amintiti-va ca functia de transfer pent(@g{n SDLIT este un raport de polinoame
de grad finit, cum este aceasta.

O astfel de functie de trans ratlonala poate fi intotdeauna luata in
considerare ca atare. Det am radacinile numaratorului si radacinile
numitorului, iar apoi traQ?_ am numaratorul si numitorul in produse de
monoame, fiecare dln aceste monoame fiind scris cu ajutorul fiecarei

radacini si a lui z, ca il sllde
Radacinile numit i sunt numite polii sistemului descris de functia de

transfer cons iar radacinile numaratorului sunt numite zerourlle
S|stemuIU|,

g
@?‘
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ZEROURILE SI POLIITN CAZUL FUNCTIEI DE TRANSFER
PENTRU SDLIT CAUZAL

Notatii utilizate:
= z, — zero al functiei de transfer
= p, — pol al functiei de transfer

Zonele cu probleme din domeniul complex, in ceea ce priveste convergentasunt
cele ale polilor!

Stim ca:

= RC nu poate include polii

= RCse va extinde in exterior, incepand de la circumferinta'cercului cu raza
corespunzatoare polului cu modulul de valoare makima

In mod clar, singurele puncte problefatice pentru regiunea de convergenta
sunt polii, pentru ca in acele puncté functia de transfer ,explodeaza”, din
moment ce acolo numitorul deving zero. Este clar, asadar, cd RC nu poate
include polii.

Stim ca regiunea de convergenta se extinde spre exterior pentru o secventa
cauzala. Presupunem ¢€a‘avem un sistem cauzal, astfel incat raspunsul la
impuls va fi unul cauzal. De asemenea, stim cd RC nu poate include polii.
Asadar, este rezomabit s& presupunem ca, pentru un sistem cauzal, regiunea
de convergenta.Se extinde Tn exteriorul cercului care contine polul cu cea mai
mare valoaresabsoluta.
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DELIMITAREA RC TN DOMENIUL COMPLEX

POL
ZERO

Im Im
® & &
L J ® : \}’
X X AN
Re A\ Re
*—%¢ e
¥4
X X
® <) NN o
[ ‘ \\\ ©
AN

Sa luam un exemplu si sa presupufiem ca factorizam functia de transfer,
identificand cinci zerouri si trei pofi, pentru care facem reprezentarile in
domeniul complex.

Grafic, conventia este de a reprézenta zerourile ca mici cercuri, ca puncte in
planul complex, iar polii cu-gruciulite, cu interesectii de doua mici segmente.
Simetriile din reprezentare provin din faptul ca radacinile complexe sunt
complex conjugate, asa cum stim de la algebra, daca coeficientii ecuatiilor
sunt numere reale;

Identificam polii.\cel mai indepartati de origine, adica polii cu cea mai mare
valoare absoluta, si trasam granita circulara, cu centrul in origine, care fi
include.

Deci RC\pentru sistem, este aceasta zona hasurata ce se extinde spre exterior
acestel‘granite circulare.
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Determinarea RC pentru sisteme cauzale —
argumentarea metodei utilizate

H(z) = B(z)(1/A(z))

Fara a restrange generalitatea, presupunem ca B(z)=1
Presupunem ca toti polii sunt distincti

Utilizam descompunerea in fractii simple:

” N-1 1 N-1 h
W=l G = 2=

Demonstratia este cam plictisitoare, dar’vom prezenta lucrurile intuitiv, dand
mai mult o argumentatie pentru, modul de determinare a RC in cazul
sistemelor cauzale.

Incepem cu functia de transfergenerica, unde B(z) este la numarator, iar A(z)
la numitor. Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca numaratorul
este egal cu 1. Putem face asta, daca interpretam functia de transfer ca fiind
obtinutd prin cascadarea a doua sisteme, primul sistem fiind de functie de
transfer B(z), iar aldoilea de functie de transfer 1/A(z).

Ne vom concentra, deci, pe al doilea sistem si pe problema convergentei
transformateiz-corespunzatoare.

Deci, vom_studia convergenta pentru o functie de transfer de forma 1/A(z) si
vom presupune ca toti polii acestei functii de transfer sunt diferiti. Ea se va
scriesstib forma unui produs, ca in slide, iar pentru a-l descompune acest
produs intr-o suma putem folosi descompunerea in fractii simple, cu care
suntem familiarizati inca din liceu.

Aceasta este o procedurd algebrica standard si vom lua un exemplu simplu,
doar pentru a va improspata amintirile.
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Sa ne reamintim:
Exemplu de descompunere in fractii simple

Ne propunem sa descompunem in fractii simple functia rationala:
1

1—-5z"1+ 6272 O
1 3 1 % G _of1—32"1) + 6,01 \/)
1-5z"146z2 (1-2z71)(1-3z"1) 1-2z1 1-3z1" (1-2z"YH(1~
_ (cotcr) = (Bcp+2¢y)z7!

1—57-1+ 622 ﬂco+cl=1513co+2c1—0=>co=—251c1—Q3/®
1 _ -2 i 3 . ?‘

1-5z1+4+6z72 1-2z71' 1-3z71

Asadar, obtinem:

,\
<\\0\

V

Haideti sa urmarim pasii de parcu@gﬁentru exemplul considerat. Fractia
originala va fi descompusa in su doi termeni de gradul intai, si fiecare
termen va capta unul dintre po\s(g tiei originale.

&

4
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Sa continuam argumentatia...

Am vazut cum ajungem in cazul lui H(z) = 1/A(z) de la un produs, la o suma de fractii simple, obtinéQ_

M) =TI oy = > &
o (1=pzt) & (1—pz?) N
= Fiecare termen corespunde unei secvente exponentiale %?N
! @
Z{pgulnl} = ——=
(1 —pez™h)

= RC pentru termenul k este |z| > |py| %
= Intersectia tuturor RC este datd de |z| > |Ppax| . ?‘

A
<\\®\

v

Revenim la functia noastra de transfaqgé forma 1/A(z). Presupunem ca toate
radacinile lui A(z) sunt distincte §2§§tfel putem trece de la un produs, la o
suma de termeni.

Gasim coeficientii c,, asa cu h}1 reamintit ca se face.

Fiecare termen din sum Q:e corespunde cate unui pol, va corespunde in
domeniul timp unei sec %%gexponentlale definita de valoarea polului.

RC pentru fiecare di%ae acesti termeni k este data de |z| > |pxl.

Intersectia tuturgry~acestor RC va fi datda de |z| > |pmaxl, unde

|Pmax|=max{|p
Astfel, probl determinarii RC, Tn cazul unei astfel de functii de transfer,

este rezolééza
N\
Q~

@?‘
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Cand apar poli multipli...

= Pentru poli multipli, lucrurile se complica.
Spre exemplu, pentru pol dublu utilizdm:
pz
(1—-pz1)?’
dar reteta va ramane, in principiu, aceeasi.
= Am putea utiliza o transformatd z inversa pentru a obtine h[n] ...

-1

Z{np"u[n]} = RC: |z| > Ipl,

Argumentatia pentru un caz mai gen€ral devine mai complicata, atunci cand
trebuie sa luam in considerare poli-care au un ordin de multiplicitate mai mare
decat unu, dar esenta raméane acegasi.

Putem demonstra, de exempluy/relatia din slide, utilizatd pentru poli de ordin
doi.

Am putea utiliza o transformata z inversa pentru a obtine h[n], dar acest lucru
nu este neaparat util din moment ce putem folosi ecuatia cu diferente cu
coeficienti constantiypentru aflarea functiei de transfer, iar noi de la aceasta
pornim.
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Un criteriu simplu de stabilitate

Se considerd un filtru al carui raspuns la impuls este h[n].
= filtrul este BIBO — stabil & Yo _,|h[n]| < o
" 1ERC & Yo _,|h[n]] < o (pentrucd H(z) converge absolutdinz=1)

Un sistem cauzal este stabil, daca si numai daca RC include cercu¥de raza
egala cu unitatea.

Faptul ca putem determina RC in caztlunui filtru, fara a fi nevoie sa calculam
in mod explicit raspunsul acestuia’ la impuls, ne oferd si un criteriu de
stabilitate pentru filtru, care este unul extrem de util si foarte simplu.

Stim ca o conditie necesara si suficientd pentru ca un filtru sa fie stabil, este ca
raspunsul la impuls al filtrulii’sa fie absolut sumabil.

Acum, daca punctul z=1apartine RC a transformatei z a raspunsului cauzal la
impuls, h[n], asta inseamna ca raspunsul la impuls este absolut sumabil.

Deci, o conditie necesara si suficienta pentru stabilitatea filtrului cauzal este ca
punctul z=1 sa apartina regiunii de convergenta RC.

Cum regiunea-dge convergentd are simetrie circulara, asta echivaleaza cu a
spune ca inttégul cerc de raza 1 apartine regiunii de convergenta RC.
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Sistem stabil Sistem instabil

Im

Re

©
b

V
S\

Toti polii se afla in interiorul cercului de razi 1 Cel putin unpol se afla in exteriorul cercului de raza 1

Un alt mod de a privi lucrurile:

Din moment ce regiunea de convergenta pentru un filtru cauzal se intinde spre
exterior din cercul care contine(polul cu cea mai mare valoare absoluta, o
conditie necesara si suficienta ea filtrul sa fie stabil este ca toti polii filtrului sa
se afle in interiorul cercului8éraza 1.

In prima figura, avem urjexemplu in care toti polii sunt in interiorul cercului de
raza 1. Regiunea de-cenvergentd RC include cercul unitar si, deci, filtrul este
stabil.

Daca unul dintre_poli este in afara cercului de raza 1, atunci cercul nu face
parte din regigfiea de convergenta si filtrul este instabil.

Desigur, penfru filtrele care nu au poli, RC include intotdeauna cercul de raza
1, iar asta confirma inca o data stabilitatea filtrelor FIR.
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O confuzie care se face frecvent

= Consideram ecuatia cu diferente cu coeficienti constanti: OQ
ylnl = 2y[n - 1] + x[n] QY
= Aplicam transformata z ecuatiei, ca pe un operator formal, si obtinem: O
de

Y(2)=227'Y(2) +X(2) = H(z) =2 =—

X(z) 1-2z71
Deoarece H(1) = —1 < oo, putem oare concluziona ca sistemu@&ris
aceasta ecuatie este unul stabil? %

Sal
<\?“
<\\®

v

e
Se pune urmatoarea problema... din 3@/

ATENTIE, INSA: C)Q~
Ecuatia consideratéd descri \‘Q mod evident, un sistem instabil. Aceasta

deoarece, la fiecare pas, ?{wa se inmulteste cu 2 si deci raspunsul la impuls
este o secventa in cre$tQ exponentiala cu baza egala cu 2.
Unde este greseala?-

>

O
o
N
&
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Clarificarea confuziei

= h[n] = 2"u[n]

RC depinde de h[n], si nu de o valoare formala a lui H(z) intr-un punct: Q.
= |aaplicarea in ecuatia cu diferente cu coeficienti constanti a transformatei z, ca pe un Q>/O

operator, se presupune cd o facem pentru valori din RC
= RCeste in acest caz |z| > 2, deoarece avem o serie geometrica (ludam cazul mai gener
1-(a/2)N _

care acopera cazul nostru particular pentru a=2): e

0 1 Q/g
Za"z"":NIi_r.nm =G5 _{l—az" ’ i %

0 00 in rest ?‘

.)?\
»
Q
o)

2| > |al

Sa urmarim explicatiile din slide... ng"
¥
QC)
<
Y

4
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Cu alte cuvinte...

1
1-az™1

Functia este definita pentru (V)z€ C\{a}
DAR

ea poate fi o transformata z numai pentru |z| > |a|, care este regiurfea'de convergenta.

Greseala facuta de noi a fost de a a@ptine direct, din ecuatia cu diferente cu
coeficienti constanti, functia de transfer a sistemului si de a o identifica
automat cu transformta z a raspunsului la impuls a sistemului, fara a lua in
considerare regiunea de convergenta RC.

Retineti, totdeauna transferfata z se considera impreuna cu regiunea de
convergenta pe care eaexista.

Noi am considerat H(z)’pentru z=1, punct care nu apartine, de fapt, regiunii de
convergenta RC!
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Transformata z si RC pentru unele semnale uzuale

Semnal Transformata Z RC
x[n] X(z) _

1 8[n] 1 intreg planul z
2. u[n] l% ‘:\ =1
3. nu[n] i) [z =1

1
4. a"u[n] T [<] > al

az"

5. na™u[n] i __,r [#l> |l

1
6. -a"u[-n-1] — || <|al
7. -na"u[-n-1) i '."} | <|a

k=Dl 1
8 | a(k-1) A-az)
9 1- =" coso, 1 ?\
. (cosamon)u[n] T coso. + = V
= i?\

10. | (sin@on)uln] 72_‘_, E] >{

AN

N

l> i v
o,

Dam in tabel cateva semnale discret

z si RC-ul corespunzator. e
3
D
&
o

4

=

uale, impreuna cu transformatele lor
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CATEVA CONCLUZII

Am finceput cursul cu un exemplu qelévant pentru intelegerea a ceea ce
inseamna filtrarea in domeniul timpysi' Tn domeniul frecventa.

Am reamintit ca un SDLIT, si.implicit orice filtru, nu poate contine decét :
adunari, inmultiri cu scalari si Tatarzieri. In plus, daca un astfel de sistem este
si cauzal, iesirea sa este-0{functie liniara a valorilor prezenta si trecute ale
intrarii si, respectiv, a «alorilor trecute ale iesirii. Astfel de sisteme pot fi
reprezentate in domeniul timpului printr-o ecuatie cu diferente cu coeficienti
constanti.

Apoi am introdus.un instrument matematic necesar pentru a reprezenta SDLIT:
transformarea;2: Ea este definita ca o serie de puteri si reprezintd o extensie a
DTFT la  iafregul plan complex. Am evidentiat proprietatile sale si, de
asemenea, am studiat conditiile de convergenta ale transformatei z.

Pe seurt, am vazut ca:

« zerourile (respectiv polii) sunt radacinile numaratorului (respectiv numitorului)
functiei de transfer rationale

* regiunea de convergenta este determinatd doar de valoarea absoluta a
polilor

 transformata z a unui sistem SDLIT cauzal se intinde in tot domeniul
complex, spre exterior, incepand de la polul cu cea mai mare valoare absoluta
» un SDLIT este stabil daca regiunea de convergenta include cercul unitar.
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